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Chapitre 3

Intégrales doubles-Techniques de calcul

3.4 Formule de Green-Riemann
Théorème 3.1 (Formule de Green-Riemann). Soient D un compact « simple » de R2, limité par une courbe
fermée pCq de classe C1 par morceaux, orientée dans le sens direct, U un ouvert de R2 contenant D, P, Q :
U ÝÑ R de classe C1 sur U . Alors :»

pCq

P px, yq dx�Qpx, yq dy �

¼
D

�
BQ

Bx
px, yq �

BP

By
px, yq



dx dy.

x

y

O
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pCq
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y

O

pCq

pCq

Remarque. 1. Si ω est fermée et U est étoilé, on retrouve
³
pCq

ω � 0 (cf. 13.1.4, p. 230).

2. Si pP � �y, Q � 0q ou pP � 0, Q � xq, on retrouve l’expression d’une aire plane à l’aide d’une intégrale
curviligne (13.1.6, p. 234) ou d’une intégrale double (13.2.3, Prop. 1, p. 244).

Exemple. On considère le domaine

D �
 
px, yq P R2 | x ¥ 0, y ¥ 0, x2 � y2 ¤ 1

(
,

et la forme différentielle
ω � xy2 dx� 2xy dy.

On souhaite calculer l’intégrale curviligne
¾
BD

ω, où BD est parcouru dans le sens direct (sens trigonométrique).
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CHAPITRE 3. INTÉGRALES DOUBLES-TECHNIQUES DE CALCUL

1. Paramétrage de BD
Le bord BD est parcouru dans le sens direct. Il est consti-
tué de trois morceaux.

1. Segment sur l’axe Ox :

γ1ptq � pt, 0q, 0 ¤ t ¤ 1.

Comme y � 0, on a
»

γ1

ω � 0.

2. Quart de cercle :

γ2ptq � pcos t, sin tq, 0 ¤ t ¤ π

2 .

Alors dx � � sin t dt et dy � cos t dt. Donc
»

γ2

ω �
» π{2

0

�� cos t sin3 t� 2 cos2 t sin t
�

dt

�
�
� sin4 t

4 � 2 cos3 t

3

�π{2

0

� �1
4 �

2
3

� 5
12 .

3. Segment sur l’axe Oy :

γ3ptq � p0, 1� tq, 0 ¤ t ¤ 1.

Comme x � 0, on a
»

γ3

ω � 0.

Ainsi, »
BD

ω � 0� 5
12 � 0 � 5

12 .

2. Formule de Green–Riemann
On pose

P px, yq � xy2, Qpx, yq � 2xy.

On calcule BQ

Bx
� 2y,

BP

By
� 2xy.

La formule de Green–Riemann donne»
BD

ω �
¼
D

�BQ

Bx
� BP

By



dx dy.

Donc »
BD

ω �
¼
D

2yp1� xq dx dy.

Le domaine D est décrit par

0 ¤ x ¤ 1, 0 ¤ y ¤
a

1� x2.

Ainsi, »
BD

ω �
» 1

0

»?1�x2

0
2yp1� xq dy dx

�
» 1

0
p1� xqp1� x2q dx

�
» 1

0
p1� x� x2 � x3q dx

�
�
x� x2

2 � x3

3 � x4

4

�1

0

� 1� 1
2 �

1
3 �

1
4

� 5
12 .

Les deux méthodes donnent donc bien : »
BD

ω �
5
12 .
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