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Chapitre 1

Compléments de calcul différentiel en
dimension finie

1.1 Suites de Cauchy et complétude de R"

1.1.1 Suites de Cauchy

Soit (E, | -||) un K-espace vectoriel normé et d la distance associée & la norme.

Définition 1.1. Une suite (uy)neny d’éléments de E est dite de Cauchy si et seulement si :
Ve >0, IN€eN, ¥(p,q) eN?, (p=Netqg=N)= d(up,u,) <e.
Cette définition est équivalente a la formulation suivante, souvent plus pratique :
Ve>0, INeN, ¥(p,r) e N?, p=N = d(ups,,upy) <e.

Remarque. 1. Si deux normes N et N’ sur E sont équivalentes, alors les suites de Cauchy de (F, N) sont les
mémes que celles de (E, N').

2. Toute suite extraite d’une suite de Cauchy est encore une suite de Cauchy.
Proposition 1.1. Toute suite de Cauchy dans E est bornée.
Démonstration. Soit (un)nen une suite de Cauchy. D’apres la définition (avec € = 1), il existe N € N tel que :
V(p,r)eN?, p= N = d(upir,u,) < 1.
En prenant p = N + 1, on obtient :
VreN, duntitr,uns1) <1,
c’est-a-dire :
VreN, |unsitr —un+1] < 1.

Par I'inégalité triangulaire :
luns14r | < Junsa] + 1.

Posons alors :
M = max {Juol, [url, ..., Jlun], Junsi] + 1}

Ainsi, pour tout n € N :
- Sin < N, alors |Ju,| < M.
— Sin>= N +1, alors il existe r € N tel que n = N + 1+, et donc |u,| < [|uy41]| +1 < M.

Par conséquent :
VneN, |u,| <M,

ce qui prouve que la suite est bornée. O

Proposition 1.2. Toute suite convergente dans E est de Cauchy.
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Démonstration. Soit (up)nen une suite convergeant vers un élément ¢ € E. Soit € > 0. Par définition de la
convergence, il existe N € N tel que :

VneN, n=N= dun,l) < %
Alors, pour tous p,q € Ntelsque p=> Net ¢ > N,ona:
d(up, ) < S et d(ug,b) < <.
2 2
Par 'inégalité triangulaire :
d(up, ug) < d(up, 0) + d(, ug) < % + g —c.
Ainsi :
Ve >0, INeN, ¥(p,q) N>, (p=Netg=N)= d(up,u,) <ec.
Donc (up)nen est une suite de Cauchy dans E. O

1.1.2 Parties completes

Définition 1.2. On dit qu'une partie A de E est compléte si et seulement si toute suite de Cauchy d’éléments
de A converge dans A.

On dit que E est complet si et seulement si E est une partie complete de E.

On appelle espace de Banach tout K — —espace vectoriel normé complet.

Remarque. Si N1 ~ N3 (c’est-a-dire si les normes N; et N sont équivalentes) et si (E, N71) est complet, alors
(E, Ny) est également complet.
1.1.3 Exemples d’espaces de Banach

Exemple. Considérons I'espace numérique réel R™, resp. l'espace numérique complexe C". C’est un espace
vectoriel réel, resp. un espace vectoriel complexe. Considérons sur cet espace I'une des trois normes usuelles
suivantes :

pr(@) = Y il (1.1)
i=1

p2(x) = sup |z, (1.2)
1<ign
n
p3(x) = Z |z;]2  (norme euclidienne), (1.3)
i=1
ou l'on a noté x1,...,x, les coordonnées du vecteur x.

La topologie définie sur R™ (resp. C™) par 'une quelconque de ces normes est la topologie-produit :
Rx:--xR (nfois), resp. Cx---xC (n fois).

Pour qu’une suite de points ait pour limite a = (a1, ..., ay), il faut et il suffit que, pour tout entier 7 tel que
1 <1 < n, la i-ieme coordonnée des points de la suite ait pour limite a;.

Comme R (resp. C) est complet, R™ (resp. C") est aussi complet. C’est donc un espace de Banach pour
I’'une quelconque des normes p1, p2, P3-

1.1.4 Applications linéaires continues

Soient (E, ||| g) et (F,|-|r) deux K-espaces vectoriels normés, et soient dg (resp. dr) les distances associées

a|-lle (resp. |- |r).
Rappelons quelques définitions, notations et résultats d’algebre.

Définition 1.3. Une application f : E — F est dite linéaire (ou K-linéaire) si et seulement si :
VAEK, V(z,y) € B, fOw+y) =Af(2)+ f(y).

On note L(E, F) (ou Lk(E, F)) Pensemble des applications linéaires de E dans F, et L(E) (ou Lg(E))
I’ensemble des endomorphismes de F, c¢’est-a-dire I’ensemble des applications linéaires de F dans FE.

UVCI 2 Dr M. SANA



CHAPITRE 1. COMPLEMENTS DE CALCUL DIFFERENTIEL EN DIMENSION FINIE

Remarque. — L(E, F) est un K-espace vectoriel.
- SifeL(E,F)etge L(F,G) (ou G est un K-espace vectoriel), alors go f € L(E,G).
— L(E) est une K-algebre (la troisieme loi étant la composition).
Théoréme 1.1 (Caractérisation de la continuité pour une application linéaire). Pour f € L(E,F), les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) [ est continue (sur E).
(i) IMeR,, Vae B, |f()lr < Mlzlp.
Démonstration. 1) Sens direct : Supposons f continue. En particulier, f est continue en 0; il existe donc

n > 0 tel que :
Vue B, (Jule <n==|f(u)]r <1).

Soit « € E\{0}. Comme :

n -
lxE =M
(E2 P P>
ona:
(),
Izl /g
Par linéarité de f :
n
If @) r <1,

d’ou : 1
IF@le < Zll e

Ceci montre :

1
Vee E, |[f(z)|r < 5H$IIE~
2) Sens réciproque : Supposons qu'il existe M € R tel que :
Vee B, ||f(@)|r < M|z|e.

Alors, pour tous z1,22 € E, on a :

If(21) = f(z2)|r = |f(z1 — 22)|F < M|z1 — 22| 2,

ou I’égalité provient de la linéarité de f.
Ainsi, f est M-lipschitzienne, donc continue sur E. O

Remarque. Le théoréme précédent permet de déduire aisément que, pour f € L(E, F), les propriétés suivantes
sont deux a deux équivalentes :
1. f est continue en 0;
f est continue (sur E);
f est uniformément continue;
f est lipschitzienne ;
M € Ry, Va e E, |f(@)|r < Mla|s:

f est bornée sur la boule unité fermée de E, c’est-a-dire :

S G LN

IM; e Ry, Yz e E, (||:17||E <1l=|f(2)|r < Ml);
7. f est bornée sur la spheére unité, c’est-a-dire :
M eRy, Vze B, (|z|p=1=|f(2)|r < M)

On note :

— LC(E, F) ensemble des applications linéaires continues de E dans F';
— LC(F) 'ensemble des endomorphismes continus de E;

- E' = LC(E,K), appelé dual topologique de E.

Remarque. Nous verrons plus loin (cf. 1.3.2 Prop. 1 p. 65) que, si E est de dimension finie, alors toute application
linéaire de E dans F' est continue.
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1.1.5 Fonctions différentiables

Définition 1.4. Soient U un ouvert de F, a € U, et f : U — F. On dit que f est différentiable en a si et
seulement s’il existe L, € L(E, F) telle que, en notant Uy = {he E |a+he U} :

VheUo, fla+h)=f(a)+La(h)+ o (Jh]).

On dit que f est différentiable sur U si et seulement si f est différentiable en tout point a de U.
Rappelons que L(FE, F') désigne 'ensemble des applications linéaires de FE dans F.

Remarque. La définition précédente se généralise aisément au cas ou E ou F n’est pas de dimension finie, en
remplacant L(E, F) par L.(F, F), ensemble des applications linéaires continues de E dans F' (cf. Tome 3, 1.2.6
p. 48 et Tome 4, ex. 8.1.10 et 8.1.11 p. 177).

Proposition 1.3 (Proposition-Définition 1). Avec les notations de la Définition précédente, si f est différen-
tiable en a, alors L, est unique. L’application L, est appelée la différentielle de f en a (ou : application
linéaire tangente en a d f) et notée d, f.

Démonstration. Supposons que deux applications linéaires L,, M, conviennent. On a alors :

fla+h) = fa) + La(h) + o (I]),
fla+h) = fa) + Ma(h) +, 0 ([h]).

En soustrayant, on obtient :

(La — Ma)(h) IA])-

= 1%
Soit v € E\{0}. Pour t € R*, on a, par linéarité :
HLa = Mo)(v) = (Lo — M) (t0) = o).
D’ou :
Ainsi :
(Lo — Mg)(v) = 0.

Comme ceci est vrai pour tout v € F\{0} (et trivialement pour v = 0), on a L, — M, = 0, donc L, = M,.
L’unicité étant établie, si f est différentiable en a, on a :

fla+h) = fla) + (daf)(R) + o ([A])-

1.1.6 Différentielle d’une application de classe C"*

Définition 1.5. Soient U un ouvert de R?, a € U, et f : U —> R” de classe C! sur U. On appelle différentielle
de f en a (ou : application linéaire tangente & f en a) Papplication linéaire notée d, f définie par :

dof:RP — R"

h=(h1,....hp) +— > hj=—(a)

Cette définition généralise celle du Tome 2, 13.3.2 p. 171.

Proposition 1.4. Toute application linéaire ¢ : RP — R™ est de classe C' sur RP et :
VaeRP, dup =o.

Démonstration. Notons (e1,...,e,) la base canonique de R?, et soit a € R?. Pour tout j € {1,...,p}, on a:

YRR, L (plat tes) — pla)) = ole;),
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par linéarité de . Donc ¢ admet des dérivées partielles premieres en a et :

Djp(a) = p(e;).

D’ou, pour tout b = (hi,...,h,) € RP :

= Y hiDjpla) = Y. hjp(e;) = @(Z hj€j> = ¢(h)
Jj=1 j=1 j=1

Ainsi, dyp = ¢. O

Remarque. Les remarques sur les notations formulées dans le Tome 2, p. 172 sont ici aussi valables.
Pour j € {1,...,p}, la j-itme projection

pr; :RP — R, (21,...,2p) — 7,
est notée abusivement x;. D’otut :
daprj =daI‘j SRP—>R7 (hl,...,hp)l—)hj.

Comme la différentielle d,z; ne dépend pas de a, on la note dz;.
Si f: U —> R" est de classe C* sur U, on a alors :

VaeU, d.f Zp:

j=1

ai d:L'J
1.1.7 Différentielle et dérivées partielles

Théoréme 1.2. Soient U un ouvert de E, ae€ U, et f:U — F. Si f est différentiable en a, alors, pour tout
v e E\{0}, f admet une dérivée en a suivant v.

Démonstration. Puisque f est différentiable en a :
fla+h) = fla) + (daf)(R) + o ([A])-

En particulier, pour tout ¢ € R* tel que a +tv e U :

S () () + o([])
(D)) +0(1) 7= (duf)(0).

S(flat 1)~ f(a)

Donc f admet une dérivée en a suivant v, et :

(va)(a’) = (daf)(v)
O

Corollaire 1.1. Soient U un ouvert de RP, a e U, et f: U — F. Si f est différentiable en a, alors f admet
des dérivées partielles premiéres en a, et :

Y(hi,...,hy) €RP, (duf)(h1,..., hy) = Zhj%(a)
j=1 J

Démonstration. D’apres le Théoreme 2, f admet des dérivées partielles premieres en a et :

. of
V]E{l,...,p}, a ((l) :(daf)(ej)a
Ly
ou (e1,...,ep) est la base canonique de R?.
On en déduit, par linéarité de d, f :

V(hi,...,hp) €RP, (dof)(h1,...,hp) =

J

hj(daf)(e;) ZJ&’J:]

p p
=1 =1

O
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Remarque. 11 se peut qu'une application f : U — F admette des dérivées partielles premieres en a sans étre
différentiable en a.
Par exemple, 'application f: R? — R définie par :

0 sizy#0,
f(x7y)_{1 si (Ey=0,
admet des dérivées partielles premiéres en (0,0) :
of of
22(0,0) = ==(0,0) = 0
0.0 = 5 0.0)

(car f(-,0) =1et f(0,-) = 1), mais f n’est pas différentiable en (0,0) car f n’est pas continue en (0,0).
Voir aussi l'exercice 8.1.9 p. 177.

Théoréme 1.3. Soient U un ouvert de RP, ae U, et f: U — F. Si :

{f admet des dérivées partielles premieres sur U,

les dérivées partielles premiéres de f sont continues en a,

alors [ est différentiable en a.

Démonstration. C’est essentiellement la méme démonstration que pour la Proposition 8.1.2 p. 167. O

Remarque. On peut résumer les trois théorémes précédents, pour f : U — F ou U est un ouvert de RP et
aeU:

dérivées directionnelles en a,

différentiable en ¢ = {

dérivées partielles premieres en a,

et

= différentiable en a.

dpp sur U,
dpp continues en a

ou dpp est I’abréviation de : dérivée partielle premiere.
Le lecteur se convaincra aisément a ’aide d’exemples que les réciproques de ces implications sont fausses.

1.1.8 Matrice jacobienne

Définition 1.6. Soient U un ouvert de RP, a € U, et f : U — R"™ de classe C' sur U. On appelle matrice
jacobienne de f en a, et on note J¢(a), la matrice de d, f relativement aux bases canoniques de R? et R™.

Notons f1,..., f, les fonctions composantes de f :

VeeU, f(2) = (fil@)..... f(@)) €R".

On a alors : of of
) a
ofi ' ’
= (Lw), -] e M@,
J SIS
e\ Ungy L G
8:61 6:5,,

Définition 1.7. Avec les hypotheéses et notations de la Définition précédente, et si n = p, on appelle (déter-
minant) jacobien de f en a le déterminant de la matrice jacobienne de f en a.

1.1.9 Différentielle de fonctions composées

Théoréme 1.4 (Composition des applications de classe C1). Soient n,p,q € N*, U (resp. V) un ouvert de RY
(resp. RP), f:U —RP g:V — R"™ telles que f(U)c V.
Si f est de classe C' sur U et si g est de classe C* sur'V, alors go f est de classe C' sur U et :
dagof =(d a)g) © daf7
— { (90 f) = (d@9) © (daf)
Jgor(a) = Jo(f(a)) - J¢(a).
On a noté ici abusivement g o f Uapplication :

gof:U—R", wr—g(f(z)).

UVCI 6 Dr M. SANA
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Démonstration. Soit a € U. Notons :
Up={heR?!|a+heU}, Vo={keRP| f(a) + ke V}.
Puisque f est de classe C! sur U, d’aprés la Proposition 8.1.2 p. 167, il existe g1 : Uy — RP telle que :
{Vh €Us,  [fla+h)=1(a)+(daf)(h) + [h]ex(h),

El(h) E’ 0.

De méme, puisque g est de classe C' sur V, il existe g5 : Vo — R™ telle que :
{Vk €Vo. g(f(a) +k) = g(f(a) + (ds(@9) (k) + k] e2(k),
52(k) E) 0.

Pour tout h € Uy, on a :
(daf)(h) + |hller(h) = fla+h) = fla) € Vo.
On en déduit, en utilisant la linéarité de dy(q)g :
g(fla+m) = g(F(a) + ((daf)(B) + |l (1)) )
= g(f((l)) + (df(a)g o daf) (h) + Oé(h)7

Vh e Uy,

ou
a(h) = [h] (ds@9)(e1(h) + [(daf)(R) + [h] ex ()] e2((daf)(R) + [R] €1 ().
Notons L = dy(q)g 0 daf; L est linéaire.
Puisque d, f € L(RY,RP) et dy,yg9 € L(RP,R"), il existe (A4, B) € (R4 )? tel que :

Vhe R, |(daf)(R)] < AlR],
VEER?, (ds)9)(k)| < Blk|

(cf. Tome 3, 1.2.6 Th. p. 48).
On a alors :

{”(df(a) )| < Bllea(h
[(daf)(R) + Al 1 ()] < |h||(A+||€1(h)H)-

D’autre part, par composition d’applications continues :

e2((daf)(h) + Al €1(Rh)) == 0.

Ceci montre que « est de la forme a(h) = |h| e(h) ou € : Uy —> R™ vérifie e(h) Y 0.
On obtient ainsi :

e(h) — 0.

h—0

{(g o f)la+h)=(go f)(a)+ L(h) + |h]e(h),

Pour tout j € {1,...,p}, on a alors :

Lo Nlat i)~ (g0 NM@)) = Les) + e elteg) > Dley).

Ceci montre que g o f admet des dérivées partielles premiéres en tout point a de U, et :

Vie{l,....p}, (Dj(gof))(a)= Liej).
Notons fi, ..., fp les fonctions composantes de f, g1,...,gn cellesde g, et (go f)1,...,(go f)n celles de go f.
On a, pour tout j € {1,...,q}, et en notant de la méme fagon les bases canoniques de R?, R?, R™ :

L(ej) = (df@)g ° daf)(e;)

= (df(a) (ZD C )

Dj fr(a) (dga)g)(ex)

Dj fr(a) <Z Dygi(f(a)) 6¢>

Dygi(f(a)) Djfk(a)> €

Il
=

T
L

Il
=

>
Il
—

Il
=

s
Il
-
£
Il
—_
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Comme, d’autre part :

on déduit :

Vie{]—a"'vn}v Vje{la"'7Q}v D ZDkgl ka()

Le résultat précédent montre que les dérivées partielles premieéres de g o f s’expriment comme sommes de
produits et composées de f et des dérivées partielles premieres de f et g; il en résulte que les dérivées partielles
premieres de g o f sont continues sur U, et donc g o f est de classe C* sur U.

En passant aux matrices dans les bases canoniques de R™, RP, R%, on obtient :

Joor(a) = Jy(f(a)) - J¢(a),

et donc :
da(go f) = (df@9) © (daf)-
O

Ezemple. Soient f : (z,y,2) —> (fi(z,y,2), f2(z,y,2)) € R? et g : (u,v) —> g(u,v) € R, de classe C" sur des
ouverts convenables. Alors g o f est de classe C! et, en notant M = (z,y, 2) :

Agof), r gof), . dgof)
( ox (21), oy (M), 0z (M)): g0 (M)
= Jo (fu(M), f2(M)) - J (M)
afl afl 6f1
——(M) (M) —=(M)
_ (99 dg - 5 7
= 5 (A, (M) = (M), (M) ) | 5 2 I
ou ov 5 : ]
D’ot, par exemple :
WD) (ry = 2 (o). o0) L) + 2 (110, o) 20,

Pour alléger les écritures, souvent on n’écrit pas le point « en lequel on se place », et on confond u (place
ou variable), f1 (fonction), fi(z,y,z) (réel), pour obtenir :

dgo f) _9g0u  dgdv
ox  Oudx Ovox
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