Calcul différentiel avancé
Filiere Licence Mathématiques et Modélisation
Numérique
Deuxieme Année

Dr Mohamed A. SANA
UNIVERSITE VIRTUELLE DE COTE D’IVOIRE

2026-2027



Table des matiéres

1 Compléments de calcul différentiel en dimension finie
1.1 Théoréeme du point fixe - Applications . . . . . . . . . . . . .
1.1.1 Théoreme du point fixe . . . . . . . . . . e e
1.1.2  Théoreme de 'inversion locale
1.1.3 Fonctions implicites



Chapitre 1

Compléments de calcul différentiel en
dimension finie

1.3 Théoreme du point fixe - Applications

1.3.1 Théoreme du point fixe

Théoréme 1.1 (Théoreme du point fixe). Soient F'€ B(E), f: F — F une application.
St F est compléte et si f est contractante, alors f admet un point fixe et un seul, et, pour tout a de F, la

suite (up), oy définie par

Upg = a,
Vn € N7 Un+1 = f(un)

converge vers le point fixe de f.

Rappelons :
- x est un point fixe de f si et seulement si f(z) = x.

- f est contractante si et seulement s’il existe k € [0; 1] tel que :
V(z,y) € F2,  d(f(2), f(y)) < kd(z,y).

Exercice 1.1. Dans chacun des cas suivants, montrer que la conclusion du théoréme du point fixe n’est pas
vérifiée, puis expliciter ’hypothese qui n’est pas satisfaite :

(i) @=]0,1] et f:2 - x/2,

(ii) Q=[0,1]et f: 2 /22 +1,
(iii) Q=Ret f:a— V22 +1,
(iv) Q =1[0,7/2] et f : x — sin(z).

En fait on aura besoin d’une version a parametre de ce théoreme du point fixe :

Théoréme 1.2 (Théoréme du point fixe & parameétre). Soit Q une partie fermée de R™ et A une partie de R™.
Soit f une fonction continue de Q x A < R"™™ dans Q. On suppose que f est uniformément contractante : il
existe K € [0, 1] tel que pour tous x,y € Q et A€ A on a

| £ (@, 2) = fy, V] < Kz = .

Alors pour tout A € A Uapplication x — f(x,\) admet un unique point fize ay (solution de l’équation f(ax,\) =
ay) dans Q. En outre lapplication \ — ay est continue de A dans €.

Preuve. 1) Six,y sont deux points fixes de f alors :

d(xz,y) = d(f(z), f(y)) < kd(x,y),

d’ou d(z,y) = 0, puisque k € [0; 1[. Ainsi, f admet au plus un point fixe.

2) Montrons que (uy),,oy converge vers un point fixe de f.
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- Montrons que (uy),,oy est de Cauchy dans F'. Pour tout n e N :

d(un7un+1) = d(f (unfl) o (un)) < kd(unflfun)a

d’oti, par récurrence : d (tn, Un+1) < k™d (ug, uy).
Puis, pour tout (p,r) € N x N* :

r—1
d (up’ up+r) < d (up+iv up+i+1)

=

S -

< ), KPTd (ug, un)

=0
kal_ rd(UQ Ul)
1—k ’
Skpd(uoaul)
1—-k

(uo,u1)

d
Soit € > 0; puisque kP —— 0, il existe V € N tel que :

1-— p—®0
VpeN, <p>N=>kpd(1uo’Zl)<5).
On a alors :
V(p,?”) e N x N*, (p =N = d(upaup+r) < 5)’

et donc (uy,), oy est de Cauchy dans F.
- Puisque F' est complet, (uy), oy converge vers un élément ¢ de F'. Comme f est continue (car k-

lipschitzienne), on déduit f (uy,) — f (). Mais d’autre part w, 1 — ¢. Finalement : f(¢) = ¢.
On remarquera les relations
k’n
1—k

k
d(ug,u1) et d(un,l) < ———d(Up—1,u,) (pourn =1),

<
d(unaé)\ 1—k

utiles en vue du Calcul Numérique. O

1.3.2 Théoréme de ’inversion locale

Théoréme 1.3 (Théoréme de I'inverse local). Soient U un ouvert de E, ¢ : U — F de classe C*, a € U. Si
d.¢ est bijective, alors :

e dim(FE) = dim(F)

e [l existe un voisinage owvert V de a dans E tel que ¢ soit un

Cl-difféomorphisme de V sur ¢(V).

La deuzieme partie de la conclusion du théoréme signifie plus précisément : il existe un voisinage ouvert V
de a dans E tel que ¢(V) soit un voisinage ouvert de ¢(a) dans F et que la restriction

o: V. — o(V)
x — P(x)
soit un C*-difféomorphisme de V' sur ¢(V).

Preuve (pouvant étre omise en premiére lecture). En munissant F et F de bases, il est clair qu’on peut se ra-
mener au cas ou £ = RP, F' = R", munis de leurs bases canoniques et de la norme | - | .
Comme d,¢ : RP — R"™ est linéaire bijective, on a nécessairement p = n. O

Corollaire 1.1. Soient U (resp. V) un ouvert de E (resp. F), ¢ : U — V.

Si l'on a :
¢ est de classe C' sur U,
¢ est bijective,
Pour tout a € U, dy,¢ est une bijection de E sur F,
alors :

dim(E) = dim(F),
¢ est un Cl-difféomorphisme de U sur V.
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Démonstration. Soit b€ V. D’aprés le théoréme de I'inverse local, appliqué en a = ¢~ 1(b), il existe un voisinage
U; de a dans E, inclus dans U, tel que ¢ soit un C'-difféomorphisme de U; sur ¢(U;). Alors ¢(U;) est un
voisinage ouvert de b dans F, et ¢! est de classe C! sur ¢(U;).

Puisque ¢! est de classe C'' au voisinage de tout point de V, il en résulte aisément que ¢! est de classe
Clsur V. O

Remarque. Le corollaire précédent est surtout utile dans le cas ot ¢! est difficilement « exprimable », ou n’est
pas exprimable.

¢ : RZ — R?
(z,y) — (z+y,z—-y)
Ezemple. (1) Changement de variables affine
Si ¢ : R® —s R" est affine et bijective, alors ¢ est un C'-difféomorphisme de R™ sur R™ ; en effet, ¢ est de
classe C'!, bijective, et, en notant q;l’application linéaire associée a ¢ (définie par:  Vz € R™, (5(1’) = ¢(x) — gb(())),
ona: VYaeR" dup= gz;e GL (R™). Par exemple, ¢ :R? — R? est un C* - difféomorphisme. On
peut aussi remarquer plus élémentairement que ¢ et ¢! sont affines et bijectives.

(2) (Passage en coordonnées sphériques) Soient

et

xT

On montre facilement que I'application ¢ : U — V' définie par

d(0,p, ) = (pcosfcosp, psinbcosp, psinyp)

est de classe C! et bijective.
De plus, pour tout (8, p,p) € U :

—psinfcosp cosfcosp —pcoslsingp
det(J¢(0,p,g0)) = | pcosfcosp sinfcosp —psinfsing| = —p?cosp # 0.
0 sin ¢ p oS

D’apres le Corollaire précédent, ¢ est un C!-difféomorphisme de U sur V.

1.3.3 Fonctions implicites

Théoréme 1.4 (Théoreme des fonctions implicites). Soient p,n € N*, U un ouvert de R xR"™, A = (a,b) € U,
f:U — R™ une application de classe C* sur U, f1,..., fn les composantes de f :

VreU, f(z)= (fl(x)aafn(x))

On suppose :

f(A) =0 et (afi (A))KZ € GL,(R).

O pyj <ij<n

Alors il existe un voisinage ouvert v de a dans RP et un voisinage ouvert w de b dans R™ tels que :
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—vxwcU,

— Il existe une application unique p : v —> w telle que :
Vre v, f(ma (p(x)) = Oa

— ¢ est de classe C* sur v.

De plus, il existe un voisinage v’ de a dans R?, inclus dans v, tel que, pour tout x = (x1,...,zp) €V :
N df1 /oA of1
e (2, ¢(x)) T (z, p(z)) 2, (B2 (@)) 3, (2, ()
Jcp(xla 7xp) = - :
@ele) el |\ Gtee) o P
Preuve (pouvant étre omise en premiére lecture). - Considérons ’application
o U — RPxR"

(,y) — (z, f(z,9))

Il est clair que ¢ est de classe C* sur U (par composition) et la matrice jacobienne de ¢ en (a,b) est :

1 0 . 0 0 . 0
0 1 ... 0 0 ... 0
o 0 .. 1 0 0
Jola;b) = | Of s . OF oOfr L. 0h
2z, Y oz, (4) . (4) . (4)
Ofn Ofn Ofn Ofn
o, Y %(A) T (4) T (4)

D’apres I’hypothese, on a :

det (Jy(a, b)) = det (( ofi (A)) ) # 0,
0Tp+j 1<ij<n

ce qui montre que d(q )¢ est bijective.
D’apres le théoreme de U'inverse local (8.1.6 Th. p. 182), il existe un voisinage ouvert u de (a,b) dans
RP x R™ tel que ¢(u) soit un voisinage ouvert de (a,0) dans R? x R™ et que ¢ soit un C*-difféomorphisme
de u sur ¢(u).
Il existe ensuite un voisinage ouvert v; de a dans RP et un voisinage ouvert w de b dans R™ tels que
v1 X w C u. Alors 'application

$1: vy xw — P(vy X w)

(@,y) — olz,y)
est un C'-difféomorphisme de vy x w sur ¢(v; x w).
Puisque ¢(v1 x w) est un voisinage de ¢(a,b) = (a,0) dans R? x R™, il existe un voisinage ouvert v de a
dans R? tel que v x {0} € ¢(v1 x w).
Alors :
Veewv, (z,0)€ (v xw),

et donc équation f(z,y) = 0, d’'inconnue y € w, admet une solution et une seule, qui est ¢ *(z,0).
Ceci montre 'existence et 'unicité de p; ¢ est de plus définie par :

Voev, (v,0(2)= ¢ (2,0)

et donc ¢ est de classe O sur v.
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OTptj

- L’application § : x —> det <( o (g, <p(x))) ) est continue sur v, et §(a) # 0 par hypothese. 11

1<i,j<n
existe donc un voisinage v’ de a dans RP?, inclus dans v, tel que :

Vo e, ( oh (x,gp(x))) € GL,(R).

0Tpyj 1<ij<n

D’autre part, puisque f et o sont de classe C! et que (Vx € v, f(x,¢(x)) = 0), on déduit en dérivant et
en notant ¢; ...y, les applications composantes de ¢;

. . ofi S 0f; 0Pk, \
VZE{l,...,pL V]e{17"'ap}7 a (CC,QO(.’E))"‘Z a ($7()0(‘/I"))67(x)_07
T =1 0Tprk T
c’est-a-dire :
of
ot (@, 0(z))
L (2, 0(x))
of1 (z, 0(2)) 2f1 (z .ég)) 5W1(x) 8@1($)
ﬁxp+1 7SD e 01p+n ,s@ (“Il e (“Ip
+ z : ; =0
d n 4 n ? n a n
2o (2,0(2)) . AL (rp(@) )\ @) ... 22)
d’ou le résultat voulu, en utilisant un inverse de matrice.
O
La conclusion du théoreme des fonctions implicites peut s’exprimer brievement sous la forme : 11, ..., ZTp1n
sont, au voisinage de A, des fonctions implicites de classe C! de z1,. .., z,.
Remarque. 1. Si p =n =1, on retrouve le théoréeme des fonctions implicites pour deux variables réelles liées

par une relation, vu dans le Tome 2, 13.6.2 p. 184.

2. Si p=2etn =1, on retrouve le théoréme des fonctions implicites pour trois variables réelles liées par
une relation, vu dans le Tome 2, 13.6.3 p. 190.

3. Sip=1etn =2, lethéoréme des fonctions implicites prend la forme suivante. Soient U un ouvert de R?,
A= (a,b,c)eU, f,g: U — R deux applications.

On suppose :
f(A) =g(A) =0,
f, g sont de classe C' sur U,
0 0
oy Liay
oy 0z 20
%4y By
oy 0z

Alors il existe un voisinage ouvert v de a dans R et des voisinages ouverts wy,ws de b, ¢ respectivement
dans R tels que :

v X wy X wy C U,
Il existe un couple unique d’applications ¢ : v — w1, ¥ : v —> wy tel que :

Veew, [z, ¢(x),¢(z)) = g(z, p(), ¢ (2)) = 0,

@, sont de classe C'! sur v.

De plus, il existe un voisinage v’ de a dans R, inclus dans v, tel que, pour tout = € v’ :

0 0 1o

() -~ gjyc(x, (), () gﬁw, e @) (L, oty v
v Pap(a) @) o) b@) )\ 2ol v(@)

Ce résultat se traduit géométriquement : sous les hypotheses indiquées, la courbe d’équations

{ f(xvyvz) =0
g(w,y,z) =0
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admet une représentation paramétrique de classe C,

au voisinage de A.
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