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Chapitre 1

Compléments de calcul différentiel en
dimension finie

1.3 Théorème du point fixe - Applications
1.3.1 Théorème du point fixe
Théorème 1.1 (Théorème du point fixe). Soient F P BpEq, f : F ÝÑ F une application.

Si F est complète et si f est contractante, alors f admet un point fixe et un seul, et, pour tout a de F , la
suite punqnPN définie par #

u0 � a,

@n P N, un�1 � fpunq
converge vers le point fixe de f .

Rappelons :
- x est un point fixe de f si et seulement si fpxq � x.
- f est contractante si et seulement s’il existe k P r0; 1r tel que :

@px, yq P F 2, dpfpxq, fpyqq ¤ k dpx, yq.

Exercice 1.1. Dans chacun des cas suivants, montrer que la conclusion du théorème du point fixe n’est pas
vérifiée, puis expliciter l’hypothèse qui n’est pas satisfaite :

(i) Ω �s0, 1s et f : x ÞÑ x{2,
(ii) Ω � r0, 1s et f : x ÞÑ ?

x2 � 1,
(iii) Ω � R et f : x ÞÑ ?

x2 � 1,
(iv) Ω � r0, π{2s et f : x ÞÑ sinpxq.

En fait on aura besoin d’une version à paramètre de ce théorème du point fixe :

Théorème 1.2 (Théorème du point fixe à paramètre). Soit Ω une partie fermée de Rn et Λ une partie de Rm.
Soit f une fonction continue de Ω � Λ � Rn�m dans Ω. On suppose que f est uniformément contractante : il
existe K P r0, 1r tel que pour tous x, y P Ω et λ P Λ on a

}fpx, λq � fpy, λq} ¤ K}x� y}.

Alors pour tout λ P Λ l’application x ÞÑ fpx, λq admet un unique point fixe aλ (solution de l’équation fpaλ, λq �
aλ) dans Ω. En outre l’application λ ÞÑ aλ est continue de Λ dans Ω.

Preuve. 1) Si x, y sont deux points fixes de f alors :

dpx, yq � dpfpxq, fpyqq ¤ k dpx, yq,

d’où dpx, yq � 0, puisque k P r0; 1r. Ainsi, f admet au plus un point fixe.
2) Montrons que punqnPN converge vers un point fixe de f .
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CHAPITRE 1. COMPLÉMENTS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL EN DIMENSION FINIE

- Montrons que punqnPN est de Cauchy dans F . Pour tout n P N :

d pun, un�1q � d pf pun�1q , f punqq ¤ k d pun�1, unq ,
d’où, par récurrence : d pun, un�1q ¤ knd pu0, u1q.
Puis, pour tout pp, rq P N� N� :

d pup, up�rq ¤
r�1̧

i�0
d pup�i, up�i�1q

¤
r�1̧

i�0
kp�id pu0, u1q

� kp 1� kr

1� k
d pu0, u1q

¤ kp d pu0, u1q
1� k

.

Soit ε ¡ 0 ; puisque kp d pu0, u1q
1� k

ÝÝÝÑ
pÑ8

0, il existe N P N tel que :

@p P N,
�
p ¥ N ùñ kp d pu0, u1q

1� k
¤ ε



.

On a alors :
@pp, rq P N� N�, pp ¥ N ùñ d pup, up�rq ¤ εq ,

et donc punqnPN est de Cauchy dans F .
- Puisque F est complet, punqnPN converge vers un élément ℓ de F . Comme f est continue (car k-

lipschitzienne), on déduit f punq ÝÝÝÑ
nÑ8

fpℓq. Mais d’autre part un�1 ÝÝÝÑ
nÑ8

ℓ. Finalement : fpℓq � ℓ.

On remarquera les relations

d pun, ℓq ¤ kn

1� k
d pu0, u1q et d pun, ℓq ¤ k

1� k
d pun�1, unq ppour n ¥ 1q,

utiles en vue du Calcul Numérique.

1.3.2 Théorème de l’inversion locale
Théorème 1.3 (Théorème de l’inverse local). Soient U un ouvert de E, ϕ : U ÝÑ F de classe C1, a P U . Si
daϕ est bijective, alors :$&%


 dimpEq � dimpF q

 Il existe un voisinage ouvert V de a dans E tel que ϕ soit un

C1-difféomorphisme de V sur ϕpV q.
La deuxième partie de la conclusion du théorème signifie plus précisément : il existe un voisinage ouvert V

de a dans E tel que ϕpV q soit un voisinage ouvert de ϕpaq dans F et que la restriction

rϕ : V ÝÑ ϕpV q
x ÞÝÑ ϕpxq

soit un C1-difféomorphisme de V sur ϕpV q.
Preuve (pouvant être omise en première lecture). En munissant E et F de bases, il est clair qu’on peut se ra-
mener au cas où E � Rp, F � Rn, munis de leurs bases canoniques et de la norme } � }8.

Comme daϕ : Rp ÝÑ Rn est linéaire bijective, on a nécessairement p � n.

Corollaire 1.1. Soient U (resp. V ) un ouvert de E (resp. F ), ϕ : U ÝÑ V .
Si l’on a : $&%

ϕ est de classe C1 sur U,
ϕ est bijective,
Pour tout a P U, daϕ est une bijection de E sur F,

alors : "
dimpEq � dimpF q,
ϕ est un C1-difféomorphisme de U sur V.
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CHAPITRE 1. COMPLÉMENTS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL EN DIMENSION FINIE

Démonstration. Soit b P V . D’après le théorème de l’inverse local, appliqué en a � ϕ�1pbq, il existe un voisinage
U1 de a dans E, inclus dans U , tel que ϕ soit un C1-difféomorphisme de U1 sur ϕpU1q. Alors ϕpU1q est un
voisinage ouvert de b dans F , et ϕ�1 est de classe C1 sur ϕpU1q.

Puisque ϕ�1 est de classe C1 au voisinage de tout point de V , il en résulte aisément que ϕ�1 est de classe
C1 sur V .

Remarque. Le corollaire précédent est surtout utile dans le cas où ϕ�1 est difficilement « exprimable », ou n’est
pas exprimable.

ϕ : R2 ÝÑ R2

px, yq ÞÝÑ px� y, x� yq
Exemple. (1) Changement de variables affine

Si ϕ : Rn ÝÑ Rn est affine et bijective, alors ϕ est un C1-difféomorphisme de Rn sur Rn ; en effet, ϕ est de
classe C1, bijective, et, en notant ϕ⃗ l’application linéaire associée à ϕ (définie par : @x P Rn, ϕ⃗pxq � ϕpxq � ϕp0q

	
,

on a : @a P Rn, daϕ � ϕ⃗ P GL pRnq. Par exemple, ϕ : R2 ÝÑ R2 est un C1 - difféomorphisme. On
peut aussi remarquer plus élémentairement que ϕ et ϕ�1 sont affines et bijectives.

(2) (Passage en coordonnées sphériques) Soient

U �s � π;πr� s0;�8r�
�
�π2 ; π2

�
,

et
V � R3 � pR� � t0u � Rq .

z

y

x

ρ

θ

φ

z

y

x

O

M

On montre facilement que l’application ϕ : U ÝÑ V définie par

ϕpθ, ρ, φq � �ρ cos θ cosφ, ρ sin θ cosφ, ρ sinφ
�

est de classe C1 et bijective.
De plus, pour tout pθ, ρ, φq P U :

det
�
Jϕpθ, ρ, φq

� �
⃓⃓⃓⃓
⃓⃓�ρ sin θ cosφ cos θ cosφ �ρ cos θ sinφ
ρ cos θ cosφ sin θ cosφ �ρ sin θ sinφ

0 sinφ ρ cosφ

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓ � �ρ2 cosφ � 0.

D’après le Corollaire précédent, ϕ est un C1-difféomorphisme de U sur V .

1.3.3 Fonctions implicites
Théorème 1.4 (Théorème des fonctions implicites). Soient p, n P N�, U un ouvert de Rp�Rn, A � pa, bq P U ,
f : U ÝÑ Rn une application de classe C1 sur U , f1, . . . , fn les composantes de f :

@x P U, fpxq � �f1pxq, . . . , fnpxq
�
.

On suppose :

fpAq � 0 et
� Bfi

Bxp�j
pAq



1¤i,j¤n

P GLnpRq.

Alors il existe un voisinage ouvert v de a dans Rp et un voisinage ouvert w de b dans Rn tels que :
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CHAPITRE 1. COMPLÉMENTS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL EN DIMENSION FINIE

– v � w � U ,
– Il existe une application unique φ : v ÝÑ w telle que :

@x P v, fpx, φpxqq � 0,

– φ est de classe C1 sur v.
De plus, il existe un voisinage v1 de a dans Rp, inclus dans v, tel que, pour tout x � px1, . . . , xpq P v1 :

Jφpx1, . . . , xpq � �

�������
Bf1

Bxp�1
px, φpxqq � � � Bf1

Bxp�n
px, φpxqq

...
. . .

...
Bfn

Bxp�1
px, φpxqq � � � Bfn

Bxp�n
px, φpxqq

������


�1�������
Bf1

Bx1
px, φpxqq � � � Bf1

Bxp
px, φpxqq

...
. . .

...
Bfn

Bx1
px, φpxqq � � � Bfn

Bxp
px, φpxqq

������
.

Preuve (pouvant être omise en première lecture). - Considérons l’application

ϕ : U ÝÑ Rp � Rn

px, yq ÞÝÑ px, fpx, yqq

Il est clair que ϕ est de classe C1 sur U (par composition) et la matrice jacobienne de ϕ en pa, bq est :

Jϕpa, bq �

�����������������

1 0 � � � 0 0 � � � 0
0 1 � � � 0 0 � � � 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 � � � 1 0 � � � 0

Bf1

Bx1
pAq � � � Bf1

Bxp
pAq Bf1

Bxp�1
pAq � � � Bf1

Bxp�n
pAq

...
...

...
...

Bfn

Bx1
pAq � � � Bfn

Bxp
pAq Bfn

Bxp�1
pAq � � � Bfn

Bxp�n
pAq

����������������

.

D’après l’hypothèse, on a :

det
�
Jϕpa, bq

� � det
�� Bfi

Bxp�j
pAq



1¤i,j¤n

�
� 0,

ce qui montre que dpa,bqϕ est bijective.
D’après le théorème de l’inverse local (8.1.6 Th. p. 182), il existe un voisinage ouvert u de pa, bq dans
Rp �Rn tel que ϕpuq soit un voisinage ouvert de pa, 0q dans Rp �Rn et que ϕ soit un C1-difféomorphisme
de u sur ϕpuq.
Il existe ensuite un voisinage ouvert v1 de a dans Rp et un voisinage ouvert w de b dans Rn tels que
v1 � w � u. Alors l’application

ϕ1 : v1 � w ÝÑ ϕpv1 � wq
px, yq ÞÝÑ ϕpx, yq

est un C1-difféomorphisme de v1 � w sur ϕpv1 � wq.
Puisque ϕpv1 � wq est un voisinage de ϕpa, bq � pa, 0q dans Rp � Rn, il existe un voisinage ouvert v de a
dans Rp tel que v � t0u � ϕpv1 � wq.
Alors :

@x P v, px, 0q P ϕpv1 � wq,
et donc l’équation fpx, yq � 0, d’inconnue y P w, admet une solution et une seule, qui est ϕ�1

1 px, 0q.
Ceci montre l’existence et l’unicité de φ;φ est de plus définie par :

@x P v, px, φpxqq � ϕ�1
1 px, 0q

et donc φ est de classe C1 sur v.
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CHAPITRE 1. COMPLÉMENTS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL EN DIMENSION FINIE

- L’application δ : x ÝÑ det
��

Bfi

Bxp�j
px, φpxqq

	
1¤i,j¤n



est continue sur v, et δpaq � 0 par hypothèse. Il

existe donc un voisinage v1 de a dans Rp, inclus dans v, tel que :

@x P v1,
� Bfi

Bxp�j
px, φpxqq



1¤i,j¤n

P GLnpRq.

D’autre part, puisque f et φ sont de classe C1 et que p@x P v, fpx, φpxqq � 0q, on déduit en dérivant et
en notant φ1 . . . φn les applications composantes de φ ;

@i P t1, . . . , pu, @j P t1, . . . , pu, Bfi

Bxj
px, φpxqq �

ņ

k�1

Bfi

Bxp�k
px, φpxqq � Bφk

Bxj
pxq � 0,

c’est-à-dire :���������������

Bf1
Bx1

px, φpxqq
...

Bfn

Bx1
px, φpxqq

. . .

�

����
Bf1
Bxp�1

px, φpxqq . . . Bf1
Bxp�n

px, φpxqq
...

...
Bfn

Bxp�1
px, φpxqq . . . Bfn

Bxp�n
px, φpxqq

���

����

Bφ1
Bx1

pxq . . . Bφ1
Bxp

pxq
...

...
Bφn

Bx1
pxq . . . Bφn

Bxp
pxq

���
� 0,

.

d’où le résultat voulu, en utilisant un inverse de matrice.

La conclusion du théorème des fonctions implicites peut s’exprimer brièvement sous la forme : xp�1, . . . , xp�n

sont, au voisinage de A, des fonctions implicites de classe C1 de x1, . . . , xp.
Remarque. 1. Si p � n � 1, on retrouve le théorème des fonctions implicites pour deux variables réelles liées

par une relation, vu dans le Tome 2, 13.6.2 p. 184.
2. Si p � 2 et n � 1, on retrouve le théorème des fonctions implicites pour trois variables réelles liées par

une relation, vu dans le Tome 2, 13.6.3 p. 190.
3. Si p � 1 et n � 2, le théorème des fonctions implicites prend la forme suivante. Soient U un ouvert de R3,
A � pa, b, cq P U , f, g : U ÝÑ R deux applications.
On suppose : $'''''&'''''%

fpAq � gpAq � 0,
f, g sont de classe C1 sur U,⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓
Bf
By pAq

Bf
Bz pAq

Bg
By pAq

Bg
Bz pAq

⃓⃓⃓⃓
⃓⃓⃓ � 0.

Alors il existe un voisinage ouvert v de a dans R et des voisinages ouverts w1, w2 de b, c respectivement
dans R tels que :$''&''%

v � w1 � w2 � U,
Il existe un couple unique d’applications φ : v ÝÑ w1, ψ : v ÝÑ w2 tel que :
@x P v, fpx, φpxq, ψpxqq � gpx, φpxq, ψpxqq � 0,
φ, ψ sont de classe C1 sur v.

De plus, il existe un voisinage v1 de a dans R, inclus dans v, tel que, pour tout x P v1 :

�
φ1pxq
ψ1pxq



� �

���
Bf
By px, φpxq, ψpxqq

Bf
Bz px, φpxq, ψpxqq

Bg
By px, φpxq, ψpxqq

Bg
Bz px, φpxq, ψpxqq

��

�1���Bf

Bx px, φpxq, ψpxqq
Bg
Bx px, φpxq, ψpxqq

��
.
Ce résultat se traduit géométriquement : sous les hypothèses indiquées, la courbe d’équations"

fpx, y, zq � 0
gpx, y, zq � 0
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CHAPITRE 1. COMPLÉMENTS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL EN DIMENSION FINIE

admet une représentation paramétrique de classe C1,"
y � φpxq
z � ψpxq ,

au voisinage de A.
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