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Chapitre 1

Compléments de calcul différentiel en
dimension finie

1.2 Fonctions différentiables, différentielles et matrice jacobienne

Soit U un ouvert de R™ et f une fonction de ¢ dans RP.

1.2.1 Fonctions différentiables

Définition 1.1. Soient U un ouvert de E, a € U, et f : U — F. On dit que f est différentiable en a si et
seulement s’il existe L, € L(E, F) telle que, en notant Uy = {he E |a+he U} :

Vhely fla+h) = f(@)+La(k) + o (IH).

On dit que f est différentiable sur U si et seulement si f est différentiable en tout point a de U.
Rappelons que L(F, F') désigne 'ensemble des applications linéaires de F dans F.

Remarque. La définition précédente se généralise aisément au cas ou F ou F' n’est pas de dimension finie, en
remplagant L(E, F') par L.(E, F'), ensemble des applications linéaires continues de E dans F' (cf. Tome 3, 1.2.6
p. 48 et Tome 4, ex. 8.1.10 et 8.1.11 p. 177).

Proposition 1.1 (Proposition-Définition 1). Avec les notations de la Définition précédente, si f est différen-
tiable en a, alors L, est unique. L’application L, est appelée la différentielle de f en a (ou : application
linéaire tangente en a d f) et notée d, f.

Démonstration. Supposons que deux applications linéaires L, M, conviennent. On a alors :

fla+h) = f(a) + La(h) + o (Ih]),
fla+h) = f(a) + Ma() + o ([h]).

En soustrayant, on obtient :

(La = Ma)(h) = o (|A]).

ol
Soit v € E\{0}. Pour t € R*, on a, par linéarité :
t(La = Ma)(v) = (Lo = Ma)(tv) = o([t]).
D’ou :

(Lo — M) (v) = @ E’ 0.

Ainsi :
(Lo — Mg)(v) =0.
Comme ceci est vrai pour tout v € E\{0} (et trivialement pour v = 0), on a L, — M, = 0, donc L, = M,.
L’unicité étant établie, si f est différentiable en a, on a :

fla+h) = fla) + (daf)(R) + o ([A])-
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1.2.2 Différentielle d’une application de classe C*

Définition 1.2. Soient U un ouvert de R?, a € U, et f : U —> R de classe C' sur U. On appelle différentielle
de f en a (ou : application linéaire tangente & f en a) Papplication linéaire notée d, f définie par :

d,f :RP — R®

h=(h1,....hy) +— > hj=—(a)

Cette définition généralise celle du Tome 2, 13.3.2 p. 171.

Proposition 1.2. Toute application linéaire ¢ : RP — R™ est de classe C' sur RP et :
VaeRP, dup =o.

Démonstration. Notons (e1,...,e,) la base canonique de R?, et soit a € RP. Pour tout j € {1,...,p}, on a:

1
VEE R, —(pla +te;) —pla)) = ple;),
par linéarité de ¢. Donc ¢ admet des dérivées partielles premieéres en a et :
Djp(a) = ¢(ej).
D’ou, pour tout b = (hq,...,h,) € RP :

(da)(h) = Z hjDjp(a) = 2 hjp(ej) = tP(Z hj€j> = ¢(h).

Ainsi, dyp = ¢. =

Remarque. Les remarques sur les notations formulées dans le Tome 2, p. 172 sont ici aussi valables.
Pour j € {1,...,p}, la j-itme projection

pr; RV — R, (21,...,2p) — ;
est notée abusivement x;. D’otu :
dopr; = dozj RV — R, (ha,...,hy) — hy.

Comme la différentielle d,z; ne dépend pas de a, on la note dz;.
Si f: U —> R" est de classe C*! sur U, on a alors :

VaeU, dof= i I (@) da;
ael, daf=, oz; a)dx;.
Jj=1
1.2.3 Différentielle et dérivées partielles

Théoréme 1.1. Soient U un ouvert de E, a€ U, et f : U — F. Si f est différentiable en a, alors, pour tout
v e E\{0}, f admet une dérivée en a suivant v.

Démonstration. Puisque [ est différentiable en «a :
fla+h) = fla) + (daf)(R) + o ([A])-

En particulier, pour tout t € R* tel que a + tv e U :

F(flatt0) ~ f(a)

S () () + ollt))
(daf)(v) + 0(1) E’ (daf)(v)

Donc f admet une dérivée en a suivant v, et :

(va)(a’) = (daf)(v)
O
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Corollaire 1.1. Soient U un ouvert de RP, a € U, et f: U — F. Si f est différentiable en a, alors f admet
des dérivées partielles premiéres en a, et :

V(hi,... hp) €R?, (daf)(ha, ... hy) = D) hj="—(a).

Démonstration. D’apres le Théoreme 2, f admet des dérivées partielles premieres en a et :

of

Vje {17‘ .- 7p}, F (a) = (daf)(ej)7

J

ou (e1,...,ep) est la base canonique de R?.
On en déduit, par linéarité de d, f :

V(hi,... hy) €R?, (daf)(h1,. .., hy) = Z hji(daf)(ej) = Z hj(fx];(a).

O

Remarque. 1l se peut qu’'une application f : U — F admette des dérivées partielles premiéres en a sans étre
différentiable en a.
Par exemple, 'application f : R? — R définie par :

0 sizy#0,
f(x7y)_{1 si $y=0,
admet des dérivées partielles premiéres en (0,0) :
af af
=—(0,0) = =—(0,0) =0
0.0 =500

(car f(-,0) =1et f(0,-) = 1), mais f n’est pas différentiable en (0,0) car f n’est pas continue en (0,0).
Voir aussi l'exercice 8.1.9 p. 177.

Théoréme 1.2. Soient U un ouvert de RP, ae U, et f: U — F. Si :

{f admet des dérivées partielles premieres sur U,

les dérivées partielles premiéres de f sont continues en a,

alors f est différentiable en a.
Démonstration. C’est essentiellement la méme démonstration que pour la Proposition 8.1.2 p. 167. O

Remarque. On peut résumer les trois théorémes précédents, pour f : U — F ou U est un ouvert de RP et
aelU:

s . dérivées directionnelles en a,
différentiable en a = o i -
dérivées partielles premieres en a,

et

{dpp sur U, = différentiable en a.

dpp continues en a

ou dpp est Iabréviation de : dérivée partielle premiere.
Le lecteur se convaincra aisément a ’aide d’exemples que les réciproques de ces implications sont fausses.

1.2.4 Matrice jacobienne

Définition 1.3. Soient U un ouvert de RP, a € U, et f : U —s R" de classe C'! sur U. On appelle matrice
jacobienne de f en a, et on note J¢(a), la matrice de d, f relativement aux bases canoniques de R? et R™.
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Notons f1,..., f, les fonctions composantes de f :

VeeU, f[f(z)=/(fi(),...,[.(2))eR™

On a alors : of of
L P
o = (@) =] e M.
J 1<j<p 6fn 6fn
L) P

Définition 1.4. Avec les hypothéses et notations de la Définition précédente, et si n = p, on appelle (déter-
minant) jacobien de f en a le déterminant de la matrice jacobienne de f en a.
1.2.5 Différentielle de fonctions composées
Théoréme 1.3 (Composition des applications de classe C1). Soient n,p,q € N*, U (resp. V) un ouvert de RY
(resp. RP) f:U —RP g:V — R"™ telles que f(U)c V.
Si f est de classe C' sur U et si g est de classe C* sur'V, alors go f est de classe C' sur U et :
da(go f) =(d da f
T
Jgor(a) = J4(f(a)) - Jf(a).
On a noté ici abusivement g o f application :
gof:U—R" 1z g(f(x)).
Démonstration. Soit a € U. Notons :
Up={heR!|a+heU}, Vo=1{keRP| f(a) + ke V}.
Puisque f est de classe C' sur U, d’apres la Proposition 8.1.2 p. 167, il existe €1 : Uy —> RP telle que :
{Vh €Uo, fla+h)=f(a)+(daf)(h)+[h]er(h),
51(h) h——>0) 0.

De méme, puisque g est de classe C' sur V, il existe 5 : Vo —> R” telle que :

{Vk e Vo, g(f(a) +k) =g(f(a)) + (df@9) (k) + [|k] £2(F),

Eg(k) E’ 0.

Pour tout h € Uy, on a :
(daf)(R) + R er(h) = fla+ h) — f(a) € Vb.

On en déduit, en utilisant la linéarité de d,)g

g(f(a+h))

Vh e Uo, 9(F(@) + ((af)(B) + |l 21 (1))
g

(f(a)) + (dy(ayg © daf) (h) + a(h),

ou
a(h) = [h] (ds@)9)(e1(h) + [(daf)(h) + [R] e1(R)] e2((daf)(R) + [R] e1(R)) .
Notons L = dy(,)godaf; L est linéaire.
Puisque d, f € L(R?,R?) et dy(q)g € L(RP,R™), il existe (A4, B) € (R, )? tel que :

Vhe R, |(daf)(R)] < AlR],
VEER?, (ds)g)(k)| < Blk|

(cf. Tome 3, 1.2.6 Th. p. 48).
On a alors :

{H( @9)(e1(n)]| < Bller(h

|(daf) () +th|€1 )| < ||h||(A+||61(h)H)-
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D’autre part, par composition d’applications continues :

2 (daf)(B) + 1] 21() —>0.

Ceci montre que « est de la forme a(h) = || e(h) ou e : Uy —> R™ vérifie e(h) 0 0.

On obtient ainsi :

e(h) — 0.

h—0

{(9 o f){a+h)=(go f)(a)+ L(h) + |h]e(h),

Pour tout j € {1,...,p}, on a alors :

H(go Nlatie) — (g0 Ni@) = Les) + ey ette)) > Diey).

Ceci montre que g o f admet des dérivées partielles premiéres en tout point a de U, et :

Vie{l,....p}, (Dj(gof))(a) = L(e;).

Notons fi, ..., fp les fonctions composantes de f, g1,...,gn cellesde g, et (go f)1,...,(go f)n celles de go f.
On a, pour tout j € {1,...,q}, et en notant de la méme fagon les bases canoniques de R?, R?, R™ :

L(ej) = (dpayg 0 daf)(e;)
= (ds(a)9) (Z Dj fr(a) €k>
k=1
Dj fr(a) (dfayg)(ex)
i fr(a) (Z Dygi(f(a)) €i>
i=1

Dygi(f(a)) Djfk(a)> €;.

[N
=
~

)

Il
=

>
Il
-

[
NgE
S

=
Il
—_

Il
=

s
Il
—
£
Il
—

Comme, d’autre part :
L(ej) = Y Di(go fia) e,

on déduit :

Vie {13 s 777’}7 V] € {13 <. '7Q}7 Dj(go f)z(a) = Z Dkgl(f(a))Djfk(a)
k=1

Le résultat précédent montre que les dérivées partielles premieres de g o f s’expriment comme sommes de
produits et composées de f et des dérivées partielles premieres de f et g; il en résulte que les dérivées partielles
premieres de g o f sont continues sur U, et donc g o f est de classe C*! sur U.

En passant aux matrices dans les bases canoniques de R™, RP, R%, on obtient :

Jgop(a) = Jg(f(a)) - Jy(a),
et donc :
da(g o f) = (df(a)g) © (daf)
O]

Ezemple. Soient f : (z,y,2) —> (fi(z,y,2), f2(z,y,2)) € R? et g : (u,v) —> g(u,v) € R, de classe C" sur des
ouverts convenables. Alors g o f est de classe C! et, en notant M = (z,y, 2) :

dgof) dgof) dgof)
( oz (M)v ay (M)a 0z (M)): gof(M)
= Jy(f1 (M), f2(M)) - Jp(M)
0f1 0f1 of1
——(M) Z=(M) ——=(M)
~(Znan.pan) Zaanpen) BB &

Tr M) 5 (M) F=
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D’ou, par exemple :

d(go f)
ox

1) = 2 (10 2200) 201y + 2 (1101), 200) 2 ),

Pour alléger les écritures, souvent on n’écrit pas le point « en lequel on se place », et on confond u (place
ou variable), f1 (fonction), fi(z,y,z) (réel), pour obtenir :

Agof) _agou agav
oxr  Oudx Ovox
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