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Chapitre 1

Compléments de calcul différentiel en
dimension finie

1.3 Fonctions de classe C!

Soit U un ouvert de R™ et f une fonction de ¢ dans RP.

Définition 1.1 (Fonction de classe C'). Soient U un ouvert de R? et f : U — F. On dit que f est de classe
C! sur U si et seulement si :

1. f admet des dérivées partielles premieéres par rapport a chaque variable en tout point de U,

2. les applications Dy f,...,D,f sont continues sur U.
Plus généralement, soient U un ouvert de E et f : U — F. S’il existe une base B = (e1,...,¢ep) de E telle
que :

— pour tout j € {1,...,p} et pour tout a € U, f admet une dérivée premiere en a suivant e;, notée D, f(a),

— pour tout j € {1,...,p}, I'application D, f est continue sur U,

on montre qu’il en est alors de méme pour toute base B’ de E, et I'on dit que f est de classe C! sur U.

Proposition 1.1 (Développement limité a I'ordre 1). Soient U un ouvert de RP, f : U — R™ de classe C* sur
U, eta=(a,...,ap) € U. Notons

U0={hz(hl,...,hP)ERP|a+h=(a1+h1,...,ap+hp)€U}.

1l existe une application € : Uy —> R™ telle que :

P
VheUp,  flath) = fla)+ 3 hy (o) + I (),

h) — 0.
E( ) h—0
On dit alors que f admet un développement limité a l'ordre 1 en a (en abrégé : DLq(a)).

Remarque. La condition e(h) — 0 exprime que le reste ||h]le(h) est négligeable devant |h| lorsque h tend vers
0. On parle parfois d’« approximation affine tangente ».

Exemple. Dans le cas particulier p = 1,si f : U € R — R est C', la proposition redonne la formule bien connue :
fla+h) = f(a) +hf'(a) + o(h).

Démonstration. D’aprés le Tome 2, 13.2.2 Proposition p.170, chaque fonction composante f; de f (1 < i < n)
admet un DL (a) :

o, Ofi
fila+h) = fi(a) + 3 hj=(a) + [l ei(h)
=1 9
silh) 555 0
d’ot le résultat, en notant € : h — (g1(h),...,en(h)). O
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La conclusion de la Proposition précédente peut s’écrire sous la forme compacte :

fath) = @)+ Y g (@) + 0, (1nl)

ol hoo(HhH) désigne un reste négligeable devant |k| lorsque h tend vers 0.

1.3.1 (!-difféomorphisme

Définition 1.2. Soient U (resp. V') un ouvert de E (resp. F), ¢ : U — V.
On dit que ¢ est un C*-difféomorphisme (de U sur V) si et seulement si :

¢ est de classe C' sur U
¢ est bijective
¢! est de classe C! sur V

Ezemple. Soient U un ouvert de E, ¢ € L(E, F') bijective, alors

¢: U — o)
r — ¢(z)

est un C''-difféomorphisme de U sur p(U).
Par exemple,
¢ : R? — R?
(z,9) — (z+y,z—y)
est un C'-difféomorphisme de R? sur R2.
Remarque. 1. Pour tout ouvert U de E, idy est un C'-difféomorphisme de U sur U.
—~ S8i¢: U — V est un C'-difféomorphisme et si ¢ : V —s W est un C''-difféomorphisme, alors 1) o ¢
est un C'-difféomorphisme.
~ Si¢: U —> V est un C'-difféomorphisme de U sur V, alors ¢! : V — U est un C'-difféomorphisme
de V sur U.
Il en résulte que I'ensemble des C'-difféomorphismes de U sur lui-méme est un groupe pour la loi de
composition.

2. 1II se peut que, deux ouverts U,V étant donnés, il n’existe pas de C!-difféomorphisme de U sur V ; par
exemple, si U est connexe et si V' ne Pest pas, alors il n’existe aucun homéomorphisme de U sur V (cf.
Tome 3, 1.5.1 Prop. 4 p. 71), donc a fortiori aucun C*-difféomorphisme de U sur V.

1.3.2 1Inégalité des accroissements finis

Théoréme 1.1 (Inégalité des accroissements finis). Soient U un ouvert de R?, (a,b) € U? tel que [a;b] c U,
f:U — R de classe C* sur U, et M € R, tel que :

of
v ; — < M.
x € [a;b], Z o1 (z)
Jj=1
On a alors :
|f(6) = fla)] < M [[b—al,
ot
[b—als = max |b; —ajl, a=(a1,...,ap), b=(b1,...,bp).
Xb+a(b—a)
A Puisque [a; b] € U et que U est un ouvert
Démonstration. de R?, il existe o € ]0; +o[ tel que :

Vitel-a; 1+af, a+t(b—a)eU.
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L’application ¢ :] —a; 1+ a] — R est de classe C!, par composition d’applications de classe C* (cf. Th. p.
169). D’apres le théoreme des accroissements finis (Tome 1, 6.2.2 p. 165) ou l'inégalité des accroissements finis
pour une fonction d’une variable réelle (Tome 3, 2.3.7 Th. 1 p. 133), on a :

[£(6) = fa)] = [o(1) = p(0)] < 8 | (2)]-
Et, en notant h = (b —a) = (hy,...,hp) :

Ve [0;1], ¢'(t) = Zp: hj of ——(a + th).

J
s ox;
D’ou :
P
su ‘(¢ <<maxh) a+th hlle M
s 1601 < (s 1) 33 |2 < bl
Remarque. 1. L’existence de M est assurée (lorsque f est de classe C* sur U) quitte & remplacer U par un

ouvert borné V' tel que [a;0] € V € V < U, puisque les dérivées partielles premiéres de f sont continues
sur le fermé borné V' de R? (cf. Tome 3, 1.3.2 Prop. 3 p. 53 et 1.3.4 Th. 2 p. 59).

2. On peut remplacer simultanément | - ||, sur R? et la condition de majoration des dpp. par |- |1 sur R? et
la condition :

0
Vz € [a;b], max —f(x) < M.
1<j<p 6Ij
O

Rappelons Une partie C' d’'un R-ev est dite convexe si et seulement si :

V(z,y) e C?, [x;y] c C.
1.3.3 Fonction lipschitzienne
Définition 1.3. Soient (E,| - |g), (F,| - | r) deux K-evn, dg (resp. dr) la distance associée a |- |g (resp. |- | 7).

Soient X € B(F), f: X — F une application.

1) Soit k € Ry ; on dit que f est k-lipschitzienne si et seulement si :
V(z1,22) € X2, dp(f(z1), f(22)) < kdp(21,22).

2) On dit que f est lipschitzienne si et seulement s'il existe k € R, tel que f soit k-lipschitzienne.

Une application f : X — X est dite contractante si et seulement s’il existe k € [0;1] tel que f soit
k-lipschitzienne.

1.3.4 Résolution d’EDP d’ordre 1 (Hors programme)

0
Ezemple (Résolution de a—f = 0 sur un ouvert convexe). Soit U un ouvert convexe de R2. On veut déterminer
z

toutes les applications f : U — R de classe C' sur U telles que :
of
v el, —+— = 0.
(@y)el, = (z.9)
Soit f convenant. Notons J la seconde projection de U, c’est-a-dire :
J = {yeRerR, (x,y)eU}.

Puisque U est ouvert, J est ouvert.
Soit y € J. Puisque U est convexe, I’ensemble

Iyz{xeRHx,y)EU}

est un intervalle.

Ona:
Veel, (7)) = 2 (wy) =0

11 existe donc un réel unique, noté A(y), tel que :
Va € I, f(x,y) = A(y)

Ainsi :

V(x,y) ey, f(xvy) = A(y)
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Régularité de A sur J. Il reste enfin & montrer que A est de classe C* sur J.
Dans le cas ot J est borné, J =]a; [, avec (o, ) € R% 1l existe (z1,72) € R? tel que (21,a) € U et
(22, B) € U ; notons
£&:J—R

Papplication qui, & y € J, associe le réel £(y) tel que (£(y),y) soit sur le segment joignant (z1, «) et (z2, ). Il
est alors clair que ¢ est de classe C'. Comme

Yyed, A(y) = f(§W), )

on en déduit que A est de classe C! sur J.
Le lecteur adaptera le raisonnement précédent au cas ou J n’est pas borné.

Réciproque et résumé. Réciproquement, il est évident que, pour toute application A : J — R de classe
C' sur J, l'application

I U — R
(z,y) — Aly)
1 4o ) af
est de classe C* sur U et vérifie 'TEDP : i 0.
i
En résumé : si U est un ouvert convexe de R?, les solutions f : U — R de classe C' de 'EDP g—f = () sont
z

exactement les applications définies par
flz,y) = Ay),

ou A :.J —> Rest de classe C' et .J est la deuxiéme projection de U. On dispose bien sfir d'un résultat analogue
pour 'EDP1 ;—f = 0, et de résultats similaires dans le cas de plusieurs ( > 3 ) variables. Si ouvert U n’est pas
convexe, le résultat précédent peut tomber en défaut, comme le montre ’exemple suivant.

Considérons U = R? — ({0} x R,).
et f: U — R définie par :

0 siy <0

flay) =1 —y* si(@>0ety=0)

y?  si(z<O0ety=0)

11 est clair que f est de classe C' sur 'ouvert (étoilé) U et vérifie :

Z—i(m,y) =0.

Cependant, il n’existe pas d’application A : R — R telle que :

V(z,y) e U,

V(z,y) e U, f(x,y) = A(y).

puisque, par exemple.

f(lv 1) ta f(_17 1)'
of

Ezemple (Résolution de % = g sur un pavé ouvert). Soient I,.J deux intervalles ouverts non vides de R, U =
I x J,g:U — R continue. On veut déterminer les applications f : U — R de classe C! sur U telles que :

V(z,y) e U, %(%y) = g(x,y).

>

- Soit f convenant. Pour tout y de J, on a: Yz e I, (f(-,y)) (z) = %(as,y) = g(z,y). d’ou :

€T X

(F(+9)) ()dt = f (0, 9) + f olt, y)dt,

zo

Vel (ft)) = f.) o) + |

Zo

ou xg € I est fixé quelconque. Donc f est de la forme f : (z,y) —> A(y) + Sfo g(t,y)dt, ot zg € I et
A:J — Rest de classe C! sur J.

- - Réciproquement, pour tout zo de I et toute application A : J — R de classe C' sur .J, I'application

f:u R est de classe C! sur U et :
(y)—Aly)+§5, 9(ty)de

V) el 9y = g,
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en utilisant I’étude des intégrales fonctions de la borne d’en haut (cf. Tome 1, 7.4.1 Cor. 1 p. 211) et le
théoréme de dérivation sous le signe § (cf. Tome 3, 2.3.11 2) Th. p. 141). Ainsi, la solution générale de
'EDP1 ‘:; = ¢ ( f inconnue, g donnée) est obtenue en «primitivant» g par rapport & = et en rajoutant une

éx
fonction quelconque de classe C' de la variable y. Le résultat se généralise aisément au cas de plusieurs

(= 3) variables.
- Application : La solution générale de 'EDP1 ?—i =22 +y? sur R? (ou f: R?2 — R, de classe C*, est
I'inconnue) est f: R? — R | ott A: R — R est quelconque

{E3 2
(z,y) — 5 oty A(y)

de classe C! sur R.
Exemple (Trouver toutes les applications f : R? — R de classe C'! sur R?, telles que :).

of of _

en utilisant le changement de variables : X = z, Y = x + 2y. L’application ¢ : (z,y) — (z,z + 2y) est
clairement un C*-difféomorphisme de R? sur R? (voir aussi 8.1.6 Exemple p. 181). Notons, pour f : R? —

R,F=fo¢ ';onaainsi:
V(z,y) e R?  f(z,y) = F(z,z + 2y).

ou encore : (z,y) N (z,z + 2y) s F(z,x +2y) = f(x,y). De plus, F est de classe C! sur R? si et
seulement si f est de classe C! sur R2. D’apres 8.1.3 2) Th. p. 169, on a, avec des notations abusives classiques :

of _ 0F0X | 0FEOY _ 0F  OF
2 Xor T oY~ ox T oy
&f EX | ORIV _ 9CF
oy oX dy oY oy Y

On en déduit que f est solution sur R? de 2% — % = 22y si et seulement si F est solution sur R? de :

248 = 1 X%(Y —X). D’apres 1), la solution générale pour F est donnée par : F(X,Y) = -2 X4+ L X3Y +A(Y),
ou A :R — R est quelconque de classe C!. La solution générale de 'EDP1 proposée est donc :

1 1
fi(z,y) — 4—8334 + Ex?’y + A(z + 2y).

oll A:R — R est quelconque de classe C' sur R.

Remarque : En notant ¢ : (x,y) — (X,Y) le changement de variables proposé, f la fonction inconnue et
F = fo¢™!, on aura le plus souvent besoin de remplacer, dans ’'EDP1 de 1’énoncé, les dpp de f en fonction de
celles de F', et on utilisera donc les formules relatives aux dpp d’une fonction composée sous la forme :

of _ 2R 2X | 2E Y
T X T
j_aFax+aFaY
dy — 0X dy oY oy
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UVCI



	Compléments de calcul différentiel en dimension finie
	Fonctions de classe C1
	C1-difféomorphisme
	Inégalité des accroissements finis
	Fonction lipschitzienne
	Résolution d'EDP d'ordre 1 (Hors programme)



