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Chapitre 1

Compléments de calcul différentiel en
dimension finie

1.3 Fonctions de classe C1

Soit U un ouvert de Rn et f une fonction de U dans Rp.

Définition 1.1 (Fonction de classe C1). Soient U un ouvert de Rp et f : U ÝÑ F . On dit que f est de classe
C1 sur U si et seulement si :

1. f admet des dérivées partielles premières par rapport à chaque variable en tout point de U ,
2. les applications D1f, . . . ,Dpf sont continues sur U .

Plus généralement, soient U un ouvert de E et f : U ÝÑ F . S’il existe une base B � pe1, . . . , epq de E telle
que :

– pour tout j P t1, . . . , pu et pour tout a P U , f admet une dérivée première en a suivant ej , notée Dejfpaq,
– pour tout j P t1, . . . , pu, l’application Dej

f est continue sur U ,
on montre qu’il en est alors de même pour toute base B1 de E, et l’on dit que f est de classe C1 sur U .

Proposition 1.1 (Développement limité à l’ordre 1). Soient U un ouvert de Rp, f : U ÝÑ Rn de classe C1 sur
U , et a � pa1, . . . , apq P U . Notons

U0 � th � ph1, . . . , hpq P Rp | a� h � pa1 � h1, . . . , ap � hpq P Uu .

Il existe une application ε : U0 ÝÑ Rn telle que :$'&
'%

@h P U0, fpa� hq � fpaq �
p̧

j�1
hj

Bf

Bxj
paq � }h} εphq,

εphq ÝÝÝÑ
hÑ0

0.

On dit alors que f admet un développement limité à l’ordre 1 en a (en abrégé : DL1paq).

Remarque. La condition εphq Ñ 0 exprime que le reste }h}εphq est négligeable devant }h} lorsque h tend vers
0. On parle parfois d’« approximation affine tangente ».
Exemple. Dans le cas particulier p � 1, si f : U � R Ñ R est C1, la proposition redonne la formule bien connue :

fpa� hq � fpaq � hf 1paq � ophq.

Démonstration. D’après le Tome 2, 13.2.2 Proposition p.170, chaque fonction composante fi de f (1 ¤ i ¤ n)
admet un DL1paq :

$'&
'%

fipa� hq � fipaq �
p̧

j�1
hj
Bfi

Bxj
paq � }h} εiphq

εiphq ÝÝÝÑ
hÑ0

0

d’où le résultat, en notant ε : h ÞÝÑ
�
ε1phq, . . . , εnphq

�
.
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CHAPITRE 1. COMPLÉMENTS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL EN DIMENSION FINIE

La conclusion de la Proposition précédente peut s’écrire sous la forme compacte :

fpa� hq � fpaq �
p̧

j�1
hj

Bf

Bxj
paq � o

hÑ0
p}h}q,

où o
hÑ0

p}h}q désigne un reste négligeable devant }h} lorsque h tend vers 0.

1.3.1 C1-difféomorphisme
Définition 1.2. Soient U (resp. V ) un ouvert de E (resp. F ), ϕ : U ÝÑ V .

On dit que ϕ est un C1-difféomorphisme (de U sur V ) si et seulement si :$&
%

ϕ est de classe C1 sur U
ϕ est bijective
ϕ�1 est de classe C1 sur V

Exemple. Soient U un ouvert de E, φ P LpE,F q bijective, alors

ϕ : U ÝÑ φpUq
x ÞÝÑ φpxq

est un C1-difféomorphisme de U sur φpUq.
Par exemple,

ϕ : R2 ÝÑ R2

px, yq ÞÝÑ px� y, x� yq

est un C1-difféomorphisme de R2 sur R2.
Remarque. 1. Pour tout ouvert U de E, idU est un C1-difféomorphisme de U sur U .

– Si ϕ : U ÝÑ V est un C1-difféomorphisme et si ψ : V ÝÑW est un C1-difféomorphisme, alors ψ � ϕ
est un C1-difféomorphisme.

– Si ϕ : U ÝÑ V est un C1-difféomorphisme de U sur V , alors ϕ�1 : V ÝÑ U est un C1-difféomorphisme
de V sur U .

Il en résulte que l’ensemble des C1-difféomorphismes de U sur lui-même est un groupe pour la loi de
composition.

2. Il se peut que, deux ouverts U, V étant donnés, il n’existe pas de C1-difféomorphisme de U sur V ; par
exemple, si U est connexe et si V ne l’est pas, alors il n’existe aucun homéomorphisme de U sur V (cf.
Tome 3, 1.5.1 Prop. 4 p. 71), donc a fortiori aucun C1-difféomorphisme de U sur V .

1.3.2 Inégalité des accroissements finis
Théorème 1.1 (Inégalité des accroissements finis). Soient U un ouvert de Rp, pa, bq P U2 tel que ra; bs � U ,
f : U ÝÑ R de classe C1 sur U , et M P R� tel que :

@x P ra; bs,
p̧

j�1

���� BfBxj
pxq

���� ¤M.

On a alors :
|fpbq � fpaq| ¤M }b� a}8,

où
}b� a}8 � max

1¤j¤p
|bj � aj |, a � pa1, . . . , apq, b � pb1, . . . , bpq.

Démonstration.
U

a

a � α pb � aq

b
b � α pb � aq

Puisque ra; bs � U et que U est un ouvert
de Rp, il existe α P s0; �8r tel que :
@ t P s�α; 1 � αr, a� t pb� aq P U.
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CHAPITRE 1. COMPLÉMENTS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL EN DIMENSION FINIE

L’application φ :s �α; 1�αs ÝÑ R est de classe C1, par composition d’applications de classe C1 (cf. Th. p.
169). D’après le théorème des accroissements finis (Tome 1, 6.2.2 p. 165) ou l’inégalité des accroissements finis
pour une fonction d’une variable réelle (Tome 3, 2.3.7 Th. 1 p. 133), on a :

|fpbq � fpaq| � |φp1q � φp0q| ¤ sup
tPr0;1s

|φ1ptq|.

Et, en notant h � pb� aq � ph1, . . . , hpq :

@t P r0; 1s, φ1ptq �
p̧

j�1
hj

Bf

Bxj
pa� thq.

D’où :

sup
tPr0;1s

|φ1ptq| ¤

�
max

1¤j¤p
|hj |


 p̧

j�1

���� BfBxj
pa� thq

���� ¤ }h}8M.

Remarque. 1. L’existence de M est assurée (lorsque f est de classe C1 sur U) quitte à remplacer U par un
ouvert borné V tel que ra; bs � V � V � U , puisque les dérivées partielles premières de f sont continues
sur le fermé borné V de Rp (cf. Tome 3, 1.3.2 Prop. 3 p. 53 et 1.3.4 Th. 2 p. 59).

2. On peut remplacer simultanément } � }8 sur Rp et la condition de majoration des dpp. par } � }1 sur Rp et
la condition :

@x P ra; bs, max
1¤j¤p

���� BfBxj
pxq

���� ¤M.

Rappelons Une partie C d’un R-ev est dite convexe si et seulement si :

@px, yq P C2, rx; ys � C.

1.3.3 Fonction lipschitzienne
Définition 1.3. Soient pE, } � }Eq, pF, } � }F q deux K-evn, dE (resp. dF ) la distance associée à } �}E (resp. } �}F ).
Soient X P PpEq, f : X ÝÑ F une application.

1) Soit k P R� ; on dit que f est k-lipschitzienne si et seulement si :

@px1, x2q P X
2, dF

�
fpx1q, fpx2q

�
¤ k dEpx1, x2q.

2) On dit que f est lipschitzienne si et seulement s’il existe k P R� tel que f soit k-lipschitzienne.
Une application f : X ÝÑ X est dite contractante si et seulement s’il existe k P r0; 1r tel que f soit

k-lipschitzienne.

1.3.4 Résolution d’EDP d’ordre 1 (Hors programme)

Exemple (Résolution de Bf

Bx
� 0 sur un ouvert convexe). Soit U un ouvert convexe de R2. On veut déterminer

toutes les applications f : U ÝÑ R de classe C1 sur U telles que :

@px, yq P U,
Bf

Bx
px, yq � 0.

Soit f convenant. Notons J la seconde projection de U , c’est-à-dire :

J �
 
y P R | Dx P R, px, yq P U

(
.

Puisque U est ouvert, J est ouvert.
Soit y P J . Puisque U est convexe, l’ensemble

Iy �
 
x P R | px, yq P U

(
est un intervalle.

On a :
@x P Iy, pfp�, yqq1pxq �

Bf

Bx
px, yq � 0.

Il existe donc un réel unique, noté Apyq, tel que :

@x P Iy, fpx, yq � Apyq.

Ainsi :
@px, yq P U, fpx, yq � Apyq.
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CHAPITRE 1. COMPLÉMENTS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL EN DIMENSION FINIE

Régularité de A sur J . Il reste enfin à montrer que A est de classe C1 sur J .
Dans le cas où J est borné, J �sα;βr, avec pα, βq P R2. Il existe px1, x2q P R2 tel que px1, αq P U et

px2, βq P U ; notons
ξ : J ÝÑ R

l’application qui, à y P J , associe le réel ξpyq tel que pξpyq, yq soit sur le segment joignant px1, αq et px2, βq. Il
est alors clair que ξ est de classe C1. Comme

@y P J, Apyq � fpξpyq, yq,

on en déduit que A est de classe C1 sur J .
Le lecteur adaptera le raisonnement précédent au cas où J n’est pas borné.

Réciproque et résumé. Réciproquement, il est évident que, pour toute application A : J ÝÑ R de classe
C1 sur J , l’application

f : U ÝÑ R
px, yq ÞÝÑ Apyq

est de classe C1 sur U et vérifie l’EDP : Bf
Bx

� 0.

En résumé : si U est un ouvert convexe de R2, les solutions f : U ÝÑ R de classe C1 de l’EDP Bf

Bx
� 0 sont

exactement les applications définies par
fpx, yq � Apyq,

où A : J ÝÑ R est de classe C1 et J est la deuxième projection de U . On dispose bien sûr d’un résultat analogue
pour l’EDP1 Bf

By � 0, et de résultats similaires dans le cas de plusieurs ( ¥ 3 ) variables. Si l’ouvert U n’est pas
convexe, le résultat précédent peut tomber en défaut, comme le montre l’exemple suivant.

Considérons U � R2 � pt0u � R�q .
et f : U ÝÑ R définie par :

fpx, yq �

$&
%

0 si y   0
�y2 si px ¡ 0 et y ¥ 0q
y2 si px   0 et y ¥ 0q

11 est clair que f est de classe C1 sur l’ouvert (étoilé) U et vérifie :

@px, yq P U,
Bf

Bx
px, yq � 0.

Cependant, il n’existe pas d’application A : R ÝÑ R telle que :

@px, yq P U, fpx, yq � Apyq.

puisque, par exemple.

fp1, 1q � fp�1, 1q.

Exemple (Résolution de Bf
Bx � g sur un pavé ouvert). Soient I, J deux intervalles ouverts non vides de R, U �

I � J, g : U ÝÑ R continue. On veut déterminer les applications f : U ÝÑ R de classe C1 sur U telles que :

@px, yq P U,
Bf

Bx
px, yq � gpx, yq.

- Soit f convenant. Pour tout y de J , on a : @x P I, pfp�, yqq1pxq � Bf
Bx px, yq � gpx, yq. d’où :

@x P I, pfp�, yqqpxq � fp�, yqq px0q �

» x

x0

pfp�, yqq1ptqdt � f px0, yq �

» x

x0

gpt, yqdt,

où x0 P I est fixé quelconque. Donc f est de la forme f : px, yq ÞÝÑ Apyq �
³x

x0
gpt, yqdt, où x0 P I et

A : J ÝÑ R est de classe C1 sur J .
- - Réciproquement, pour tout x0 de I et toute application A : J ÝÑ R de classe C1 sur J , l’application
f : U R

px,yqÞÝÑApyq�
³x
x0

gpt,yqdt
est de classe C1 sur U et :

@px, yq P U,
Bf

Bx
px, yq � gpx, yq,
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CHAPITRE 1. COMPLÉMENTS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL EN DIMENSION FINIE

en utilisant l’étude des intégrales fonctions de la borne d’en haut (cf. Tome 1, 7.4.1 Cor. 1 p. 211) et le
théorème de dérivation sous le signe

³
(cf. Tome 3, 2.3.11 2) Th. p. 141). Ainsi, la solution générale de

l’EDP1 Bf
Bx � g ( f inconnue, g donnée) est obtenue en «primitivant» g par rapport à x et en rajoutant une

fonction quelconque de classe C1 de la variable y. Le résultat se généralise aisément au cas de plusieurs
p¥ 3q variables.

- Application : La solution générale de l’EDP1 Bf
Bx � x2 � y2 sur R2 (où f : R2 ÝÑ R, de classe C1, est

l’inconnue) est f : R2 ÝÑ R , où A : R ÝÑ R est quelconque

px, yq ÞÝÑ
x3

3 � xy2 �Apyq

de classe C1 sur R.
Exemple (Trouver toutes les applications f : R2 ÝÑ R de classe C1 sur R2, telles que :).

2Bf
Bx

�
Bf

By
� x2y.

en utilisant le changement de variables : X � x, Y � x � 2y. L’application ϕ : px, yq ÞÝÑ px, x � 2yq est
clairement un C1-difféomorphisme de R2 sur R2 (voir aussi 8.1.6 Exemple p. 181). Notons, pour f : R2 ÝÑ
R, F � f � ϕ�1 ; on a ainsi :

@px, yq P R2, fpx, yq � F px, x� 2yq.

ou encore : px, yq
ϕ
ÞÝÑ px, x � 2yq F

ÞÝÑ F px, x � 2yq � fpx, yq. De plus, F est de classe C1 sur R2 si et
seulement si f est de classe C1 sur R2. D’après 8.1.3 2) Th. p. 169, on a, avec des notations abusives classiques :#

Bf
Bx � BF

BX
BX
Bx � BF

BY
BY
Bx � BF

BX � BF
BY

Bf
By � BF

BX
BX
By � BF

BY
BY
By � 2 BF

BY

.

On en déduit que f est solution sur R2 de 2 Bf
Bx � Bf

By � x2y si et seulement si F est solution sur R2 de :
2 BF
BX � 1

2X
2pY �Xq. D’après 1), la solution générale pour F est donnée par : F pX,Y q � � 1

16X
4� 1

12X
3Y �ApY q,

où A : R ÝÑ R est quelconque de classe C1. La solution générale de l’EDP1 proposée est donc :

f : px, yq ÞÝÑ 1
48x

4 �
1
16x

3y �Apx� 2yq.

où A : R ÝÑ R est quelconque de classe C1 sur R.
Remarque : En notant ϕ : px, yq ÞÝÑ pX,Y q le changement de variables proposé, f la fonction inconnue et

F � f �ϕ�1, on aura le plus souvent besoin de remplacer, dans l’EDP1 de l’énoncé, les dpp de f en fonction de
celles de F , et on utilisera donc les formules relatives aux dpp d’une fonction composée sous la forme :#

Bf
Bx � BF

BX
BX
Bx � BF

BY
BY
Bx

Bf
By � BF

BX
BX
By � BF

BY
BY
By
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