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Chapitre 3

Intégrales doubles-Techniques de calcul

3.3 Techniques de calcul

3.3.1 Propriétés élémentaires de I’intégrale double

Proposition 3.1 (Proposition 1). Si D est quarrable, alors

U1 — A(D).

Proposition 3.2 (Proposition 2). Soient D une partie quarrable de R? et f : D — R une application bornée ;
pour que §,, f existe, il faut et il suffit que {§,, f existe ou que {§, f existe, et on a dans ce cas :

[} -

La Prop. 2 montre qu’on peut, en pratique, se ramener au cas ou D est fermée ou ouverte.

Proposition 3.3 (Proposition 3 (Linéarité de l'intégrale double)). Si A e R et si f,g: D — R sont intégrables
sur la partie quarrable D, alors A\f + g est intégrable sur D et :

f[os+n=[]r+ [

Proposition 3.4 (Proposition 4). Soient Dy, Dy deur parties quarrables de R?, f : Dy U Dy — R une
application telle que f|D1 et f|D2 soient intégrables sur D1 et Do respectivement. Alors f est intégrable sur

Dy U Dy et : H f=i1f+£!f_ H 4

DiuDs D1nDy

On appliquera souvent la Prop. 4 au cas ot A(D; n D) = 0 (auquel cas on a SSDsz f=0).

Proposition 3.5 (Proposition 5). Soient D1, Dy deuz parties quarrables de R? telles que Dy < Ds, et f :
Dy —> R une application intégrable sur Dy. Alors f|D1 est intégrable sur Dy.

Proposition 3.6 (Proposition 6 (Positivité et croissance de 'intégrale double)). Soient D, D1, Dy des parties
quarrables de R?.

1) Si f:D — R est intégrable sur D et si f >0, alors {{,, f = 0.
2) Si f,g: D — R sont intégrables sur D et si f < g, alors SSD f< SSD g.
3) Si f: D — R est intégrable sur D, alors

A(D)Inf(f) < ,Uf < A(D) Sup(f).
D

4) Si Dy € Da, f: Dy —> R est intégrable sur Dy et f =0, alors

e
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5) Si f: D — R est intégrable sur D, alors |f| est intégrable sur D et :

gf <g|f|'

Proposition 3.7 (Proposition 7 (Inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales doubles)). Si f,g: D — R
sont intégrables sur la partie quarrable D, alors fg, f2, g% sont intégrables sur D et :

1) = (1) (1)

3.3.2 Théoréme de Fubini
Théoréme 3.1 (Théoréme de Fubini). Soient (a,b) € R? tel que a < b

- 1,92 : [a;0] — R continues par morceaux et telles que v1 < @2
-D={(z,y) eR*; a<z<betpi(z) <y < pa(a)}

- f: D — R continue.

Alors

- D est quarrable

- f est intégrable sur D
b 2()
=[] tenay)as
D a p1(z)

Y

0

Remarque. 1) Toute partie convexe, fermée et bornée D de R? est de la forme précédente.

2) Le théoréme de Fubini montre qu’une intégrale double (sur un domaine du type indiqué) se ramene a
deux intégrales simples emboitées.

3) En échangeant les roles des coordonnées, on voit que, si

D={(z,y)eR?; a<y<Beti(y) <z <Pa(y)}

(ot 1,19 : [a; f] — R sont continues par morceaux et telles que ¥y < 1)9), alors (D est quarrable, f est

intégrable sur D et) :
B P2 (y)
IJ7-] ( |t dx) dy.
D “ (

Y1 (y)
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z =1pa(y)

0

Cette possibilité d’interversion des coordonnées par le théoréeme de Fubini permet d’obtenir certaines
égalités faisant intervenir des intégrales simples.

Corollaire 3.1 (Corollaire 1 (Un cas particulier du théoréme de Fubini)). Soient (a,b,c,d) € R* tel que a < b
etc<d

- D =a;b] x [¢;d]
- f: D — R continue.

Alors f est intégrable sur D et :

J] - f <ff(x,y)dy> do = f (Lbﬂx,y)dx) dy.

Corollaire 3.2 (Corollaire 2 (Un cas particulier du Corollaire 1)). Soient (a,b,c,d) € R* tel que a < b et c < d
- D = [a;b] x [¢;d]
- w: [a;b] — R continue
- v:[e;d] — R continue.

Alors application
D—R

(2, ) — u(@)o(y)

(quelquefois notée u @ v) est intégrable sur D et :

Jj u(x)v(y) dedy = (Lb u(x) dx) (Ld v(y) dy> .
D

Remarque. Le cas précédent :

le « domaine d’intégration » est un pavé
et
la fonction intégrer est « produit d’une fonction de = et d’une fonction de y~

est tres fréquent en pratique; on s’y ramene par exemple en passant en coordonnées polaires dans certains cas
(cf. 13.2.5 2) exemples p. 251).

Exemples : Calculer I = {{ f ol
DZ{(L?J)ERQ; z=20,y=0, x+y<1}

et fz,y) = 2* +y>

Résolution. Par le théoréme de Fubini (forme adaptée au domaine D), on a :
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0] 1
D’apres le théoreme de Fubini,

I= Ll <J1_m(x2 +?) dy) dz

0
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3.3.3 Changement de variables dans une intégrale double

Théoréme 3.2 (Changement de variables). Soient U,V deux ouverts de R?, ® : U — V un C*-difféomorphisme,
A une partie quarrable de R? incluse dans U, f : ®(A) — R une application continue. Alors :

- ®(A) est quarrable ;

Jj flz,y)dzdy = J f(@(u,v)) |det(Jq>(u,v))| dudv.

B(A) A

Les cas les plus fréquents en pratique sont les suivants :
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Changement de variables affine
= b
{x au+ov, (a,b,c,d) € RY, ad — be # 0.
y=cu+dv,
Ici :

det (Jo(u,v)) = CCL Z

‘=ad—bc7

on remplacera donc dz dy par |ad — be| du dv.

Autres changements

(coordonnées polaires, etc.)
En particulier, on peut quelquefois utiliser une symétrie simultanée de D et de f pour réduire le calcul de

Np /-
Ezemple (Symétrie). Calculer I = {, f, ou D =[-1;1]% et f: (2,y) —> .
Le domaine d’intégration D est symétrique par rapport a 'axe (y'y) et :
V(.’E,y)ED, f(_xay) :_f(‘ray)
Ceci nous amene a effectuer le changement de variables défini par :
r=-X, y=Y.
On obtient :
I= H(—X) |- 1]dXdY = -1,
D

d’ou I =0.

Passage en coordonnées polaires

Avec les notations usuelles :
T = pcosb,
y = psinb,

d’oti, en notant ® : (0, p) —> (pcosh, psinb) :

—psinf cosf

det(Jq,(H,p)) - ‘ pcosf  sinf -

Proposition 3.8 (Regle pratique de substitution polaire). On admettra (les hypothéses du théoréme précédent
ne sont pas toujours réunies) que, pour calculer SSD flz,y)dxzdy en envisageant l'utilisation des coordonnées
polaires, on remplace :

— D par le domaine des (0, p) correspondant (ne pas hésiter d tracer une figure) ;

- f(z,y) par f(pcosh, psinb) ;
- dady par |p|d dp.
Le plus souvent, p sera positif ou nul.

Ezemple. 1) Calculer I = {{, f ou
D={(z,y) eR* |2® +y° <1} et f:(2,y) — 2°y*

En passant en coordonnées polaires et en notant A = [0;27] x [0;1], on a :

I= ff(p cos0)?(psin6)? pdh dp
A

2m 1
<J cos? #sin? 6 d@) <J, p° dp)
0 0

1 27 5
- in2 2
o J; sin” 20 d6

1 21
=& ) (1 —cos40)do
-
24
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2) Calculer I = {§, f,ou D = {(z,y) eR?: x> 0,22 +y? — 2y <0}, [ : (z,y) — x® + y*. Pour p > 0 :
224+ 9% -2y <0 = p? — 2psinh < 0 = p < 2sinfb.

Y P

A

En notant A = {(6,p) e R%0<60 < Z,0< p < 2sinf}, on a donc :

) 5 2 sin 0
szjpddﬁdpzf j pdp | de
0 11

™

2 1 + cos 46 37 3w
= 1—2cos20+ ———— )df = 2— = ==
Jo < cos 20 + 5 > 29 1

3.3.4 Changement de variables dans une intégrale triple

Théoréme 3.3 (Changement de variables dans une intégrale triple). Soient U,V deux ouverts de R3, ® :
U — V un Cl-difféomorphisme, A une partie cubable de R? incluse dans U, f : ®(A) — R une application
continue. Alors :

— ®(A) est cubable;

mf(x,y,z) dzdydz = fﬂf(@(u,v,w)) |det (Ja (u, v, w))]| dudv duw.
®(8) A
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Passage en coordonnées cylindriques

z

) \"M Un point M(x,y,z) de R3 est repéré par un systéme

de coordonnées cylindriques (0, p, z) ou (6, p) est un
systéeme de coordonnées polaires de la projection or-
thogonale m de M sur le plan Oy. On a ainsi les
formules de changement de variables :

T

T = pcosf
Y y = psinf
zZ=z.

On admettra que la conclusion du théoréme précédent est valable ici, bien que les hypothéses n’en soient pas

réunies.
Ici:

—psinf cosf O

det(Jo(6,p,2)) =| pcos sinf 0 = —p.

[A retenir] :

0 0 1

‘Pour passer en coordonnées cylindriques dans une intégrale triple, on remplace dz dy dz par |p|dfdpdz. ‘

Ezxemple. Calculer I = ij f ou
D

D = {(w,y,z)eR3 |0<2<1, 2% +9° <z}, f(z,y,2) = |ac2—y2|.

En passant en coordonnées cylindriques :

(x,y,z)eD<:)(0<9<27r,O<z<1, p2<z,p20).

d’ot, en notant A = {(#,p,2) e R* | 0< 0 <2m, 0<2<1, 0< p<A/z}:

I= JJ |p2(00529—sin2 9)| lp|dO dpdz
A

27 1 'z
(J |cos2 6 — sin? 9| d9> J (J, 0’ dp) dz
0 o \Jo
27 1 2
(J | cos 26| d9> <f ) dz)
0 0

11 (* 1(? 1
E‘gﬁ) |Cosu|du=§f0 cosudu=§.
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Passage en coordonnées sphériques

z

Un point M (x,vy,z) de R3 est repéré par un systéme
de coordonnées sphériques (0, p,¢) ot p = OM et
0 est I’angle polaire de la projection orthogonale m

) de M sur le plan 2Oy, et ou ¢ est 'angle entre le
plan 2Oy (orienté directement) et OM. On impose
classiquement :

9 e[0;2r] (oufe[—mm]) et cpe[—g;g].

On a ainsi les formules de changement de variables :

x = pcosfcosp

d y = psinfcosy
z = psin .

T

On admettra que la conclusion du théoréme précédent est valable ici, bien que les hypothéses n’en soient pas
réunies.
Ici, en notant @ : (0, p, ) — (pcos b cos @, psin B cos p, psin ) :

—psinfcosyp cosfcosp —pcoshsingp
det (Jo (6, p,)) = | pcosfcosp sinfcosp —psinfsing
0 sin p COS

—p? (sin® 0 cos® p + cos® Osin® p cos ¢ + sin® sin® p cos ¢ + cos®  cos® )
= —p? (sin2 6 cos ¢ + cos? ) cos cp)
= —p? cos .

On retiendra :
Pour passer en coordonnées sphériques dans une intégrale triple, on remplace dz dy dz par p?|cos | df dpdep. ‘

Exemple. Calculer I = Jff fou
D

D={(z,y,2) eR® | 2® +y* + 22 <1} et f(z,y,2) =2°+y> +2°

En passant en coordonnées sphériques et en notant A = [0;27] x [0;1] x [-3; 5], on a:

I= fffpz - p%| cos | df dp de
A

(o) (o ([ o)

1 71'/2
= 27r-f-2f cospdy
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