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Chapitre 3

Intégrales doubles-Techniques de calcul

3.1 Construction de l’intégrale double

3.1.1 Parties quarrables de R?

Pavé

Définition 3.1. On appelle pavé fermé borné (de R?) toute partie P de R? telle qu’il existe (a1, by, az, by) € R*
vérifiant
Y
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P = [algbl] X [ag;bg].

Plus généralement, on appelle pavé de R? tout produit cartésien I x J ot I, J sont des intervalles de R. L’étude
du cas a; = by ou as = by étant généralement évidente, nous supposerons, sauf indication contraire, a; < by et
as < by. La donnée d’un pavé fermé borné P détermine de fagon unique les réels ay, by, as, bs.

Définition 3.2. Soit P = [a1;b1] x [az;b2] un pavé fermé borné.

1. On appelle aire de P le réel, noté A(P), défini par
A(P) = (by — a1)(bg — ag).
2. On appelle intérieur de P, et on note P°, la partie
P° = [a1;b1] x [az; bo]
de R2.

Parties pavables

Définition 3.3. On appelle partie pavable (de R?) toute réunion d'un nombre fini de pavés fermés bornés de
R2.
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Exemple de partie pavable de R?

Remarque.

1) @ est pavable.
2) Tout pavé fermé borné est une partie pavable.
3) Toute partie pavable est fermée bornée dans R2.

Définition 3.4. Deux pavés fermés bornés de R? sont dits quasi-disjoints si et seulement si leurs intérieurs
sont disjoints.

Exemple
de deux pavés
quasi-disjoints

0

Proposition 3.1. Toute partie pavable est réunion d’un nombre fini de pavés fermés bornés quasi-disjoints.

Ezemple. La partie B = ([0;3] x [1;3]) u ([1;5] x [0;2]) est pavable (par définition) et peut se décomposer (par
exemple) en

B = ([1;5] x [0;1]) U ([0;5] x [1;2]) u ([053] x [2;3]),

ou les trois pavés qui interviennent sont deux a deux quasi-disjoints.

Y
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Proposition 3.2 (Proposition-Définition 2). Soit B une partie pavable de R? ; si Py,. .., Py sont des pavés fer-
més bornés deux d deux quasi-disjoints tels que B = Uf\il Py, le réel 211\;1 A(P;) ne dépend pas de (Py,...,Pn);
ce réel est appelé l'aire de B, et noté A(B).

Remarque. La notion d’aire d’une partie pavable du plan prolonge celle d’aire d’un pavé fermé borné (cf. 13.2.1
1) p. 237).

Proposition 3.3. Soient By, By deux parties pavables de R?.
1) By U By et By n By sont pavables et A(By U Bs) + A (B1 n By) = A(B1) + A(Bs).

Y

2) Si By C Bs, alors Bo— él est pavable et A (Bg— B01> = A(B;) — A(By).

Partie quarrables

Définition 3.5. 1 Soit D une partie bornée de R2. On note :
- A= (D) la borne supérieure des aires des parties pavables de R? contenues dans D
- A*(D) la borne inférieure des aires des parties pavables de R? contenant D.

On dit que D est quarrable si et seulement si A~ (D) = A'(D); dans ce cas, on appelle aire de D, et on
note A(D), le réel défini par :

A(D) = A= (D) = AT(D).
Remarque. 1) e AT (D) existe; en effet, puisque D est bornée, il existe un pavé fermé borné (donc pavable)
P tel que D c P.

e A~ (D) existe car @ est une partie pavable de R? incluse dans D et 'ensemble des aires des parties
pavables de R? contenues dans D est majoré par I'aire A(P) d’un pavé contenant D.

2) Pour qu’une partie D de R? soit quarrable, il faut et il suffit que, pour tout ¢ de R7%, il existe deux parties

BicDcB
2 : L 2
pavables By + Ba de R” telles que { A(By—By)<e ’
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A S Bz—él

3) 1l existe des parties bornées de R? non quarrables : D = [0;1]*> n Q? par exemple. ot A~ (D) = 0 et
AT(D) = 1.

Proposition 3.4. Si D est une partie quarrable de R?, alors D (ensemble des points de R? adhérents a D ) et

0
D (intérieur de D dans R? ) sont quarrables et :

(L’intérieur D de D est défini par : CRQ(B) est I’ensemble des points adhérents a Cg2(D) ).

Proposition 3.5. Soient D1, Dy deuz parties quarrables de R%. Alors D1 Dy, D1n Dy, D1 — D4y sont quarrables
et :

A(D1 U Ds) + A(Dy A Ds) = A(Dy) +A(Ds)

Do

Proposition 3.6 (Proposition 3). Si D est une partie quarrable de R? et 6 une isométrie affine de R?, alors
0(D) est quarrable et :
A(0(D)) = A(D).

Autrement dit, l'aire est invariante par isométrie.
Le résultat précédent est aussi une conséquence du théoréme de changement de variables (15.2.5 2) Théoréme

p. 249).
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Définition 3.6 (Définition 2). Une partie quarrable D de R? est dite négligeable si et seulement si A(D) = 0,
c’est-a-dire si et seulement si : pour tout € > 0, il existe une partie pavable B de R? telle que :

DcB et A(B)<e.

Proposition 3.7 (Proposition 4). Toute courbe de R? de classe C* par morceaux est quarrable et négligeable
(une telle courbe étant I’image d’une application [0;1] — R? dont les deuz coordonnées sont de classe C* par
morceaut).

@)

Remarque. 1l existe des « courbes » de R? continues (mais non C' par morceaux) remplissant [0; 1]? (courbe
de Péano) ; une telle courbe est quarrable, mais son aire vaut 1, ce qui peut paraitre surprenant.

Proposition 3.8 (Proposition 5). Toute partie bornée de R?, limitée par une courbe de classe C* par morceauz,
est quarrable.

Le cas le plus fréquent (pour le calcul des intégrales doubles) est celui ot D est défini par des inégalités du
type :
{ a<x<b
p1() Sy < @a(x)
ot (a,b) € R? (a < b) et o1, : [a;b] —> R sont des applications (cf. 13.2.4. p. 245).
On dispose plus généralement du théoréeme suivant, ou la frontiere de D est définie par :

Fr(D) = D n Cg2(D)
et X désigne ’ensemble des points adhérents & X.

Théoréme 3.1. Pour qu’une partie bornée D de R? soit quarrable, il faut et il suffit que sa frontiére Fr(D)
soit négligeable.

3.1.2 Définition de ’intégrale double
Intégration des applications en escalier sur un pavé fermé borné

Définition 3.7 (Définition 1). Soit P = [ay;b1] x [ag; b2] un pavé fermé borné de R2. On appelle subdivision de
P toute famille finie o de points de P telle qu’il existe une subdivision (z;)o<i<p de [a1;b1] et une subdivision
(y;)o<i<q de [az; ba] telles que o = ((xi’yj))()<i$p,0§j§q'
Rappelons (cf. 6.1.1, Tome 1, p. 163) qu’une subdivision de [a1;b1] est une famille (z;)o<i<p d’éléments de
[a1;b1] telle que :
a1=m0<x1<...<mp,1<xp=b1.

On appelle cellules de la subdivision ¢ de P les pavés fermés bornés

[l’i;l'i+1] X [yj;ijrl]a(ivj) € {Oavp_ 1} X {Oa'--vq_ 1}
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b

Notons S 'ensemble des subdivisions de P.

Définition 3.8 (Définition 2). Soit P un pavé fermé borné de R2.

1) Soit e : P —> R une application bornée; on dit que e est en escalier sur P si et seulement s’il existe
o € S telle que e soit constante sur 'intérieur de chaque cellule de o, c’est-a-dire : il existe une subdivision
((ai, bj))o<icp de 0 < j < g P et une famille de réels (A;j)g; <, tels que :

O0<j<qg-—-1

V(Za.]) € {07 RS i 1} X {07 e q— 1}7 V(Jf, y) e]xi;xi+1[x]yj; yj+1[
e(w,y) = A\ j-
2) Soient e : P — R une application en escalier et o0 € §; on dit que o est adaptée a e si et seulement si e
est constante sur I'intérieur de chaque cellule deo.
Proposition 3.9 (Proposition-Définition 3). Soient P un pavé fermé borné de R?, e : P — R une appli-
cation en escalier sur P, o = ((xi7yj))()§i§p, o<j<q UNE subdivision de P adaptée d e, \; ; la valeur de e sur

Jzi w1 [ %]y Y41 [-
Le réel
D1 @i — @) (Wi — 1) i
o<i<p—1
0<j<q—1

ne dépend pas du choizx de la subdivision o adaptée a e ; ce réel est appelé 'intégrale de e sur P, et notée

ffe ou er(z,y)dxdy.
P P

Remarque. On remarquera que (z;41 — x;)(yj+1 — y;) est Vaire du pavé [z;; zip1] X [Y559541]-

Cas des applications définies sur un pavé fermé borné

Définition 3.9 (Définition 1). Soient P un pavé fermé borné de R?, f : P — R une application bornée.
On dit que f est intégrable sur P si et seulement s’il existe deux suites (e, )nen, (@n)neny d’applications en

escalier sur P telles que :
VneN, |f—enl <vn

oo
n—o0
P

Tout couple ((en)neN, (gpn)neN) vérifiant la condition précédente est dit associé & f.
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Proposition 3.10 (Proposition-Définition 2). Soient P un pavé fermé borné, f : P —> R une application

intégrable sur P. Pour tout couple ((en)neN, (gan)neN) associé a f, la suite (SSP en)neN converge dans R, et sa

limite ne dépend pas du choiz du couple ((en)neN7 (QOn)neN) associé a f. Cette limite s’appelle Uintégrale (double)

de f sur P et est notée
”f ou ﬂf(w,y) dz dy.
P P

Cas des applications définies sur une partie quarrable

Soient D une partie quarrable de R?, f : D — R une application bornée.
Proposition 3.11. Pour tout pavé fermé borné P contenant D, notons
fp:P—R

. f(z) sixzeD
v 0  siz¢D

S’il existe un pavé fermé borné P contenant D tel que fp soit intégrable sur P, alors pour tout pavé fermé borné

Q contenant D, fq est intégrable sur @ et
P Q

Définition 3.10 (Définition 3). On dit que f est intégrable sur D si et seulement s’il existe un pavé fermé
borné P contenant D tel que fp soit intégrable sur P, et on appelle alors intégrale (double) de f sur D le réel,

noté [, f, défini par :
£J f= [J fp.

Théoréme 3.2. Toute application f : D — R bornée et continue sur une partie quarrable D de R? est
intégrable sur D.

Ce théoreme assure l'existence de la plupart des intégrales doubles que le lecteur sera amené a envisager,
dans le cadre des programmes.

z

En supposant f > 0, Jf f représente le volume de la
D

|4 partie E suivante de R? :

Ez{(x,y,z)eR?’; {(m yeb }
PN y 0<z< f(z,y)

UVCI 7 Dr M. SANA



	Intégrales doubles-Techniques de calcul
	Construction de l'intégrale double
	Parties quarrables de R2
	Définition de l'intégrale double



