RAPPELS ET COMPLEMENTS DE
MATHEMATIQUE POUR LA PHYSIQUE.
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1. Objectifs

e Définir le calcul vectoriel ;

e Définir le calcul différentiel ;

o Définir les systemes de coordonnées ;
¢ Faire un changement de base ;

o Définir des opérateurs différentiels.



2. Introduction

Cette legcon aborde les outils mathématiques qui nous seront utiles pour résoudre des problemes
tant en mécanique du point matériel; qu’en électricité; mécanique des fluides et la

thermodynamique.



3. Calcul vectoriel

3.1. Grandeur scalaire - Grandeur vectorielle

Une grandeur scalaire est une quantité qui peut étre entierement décrite par une seule valeur
numérique (réelle ou complexe), accompagnée éventuellement d’'une unité. Elle ne dépend ni de
direction ni de sens. Exemples : la température, la masse, I'énergie. En revanche, une grandeur
vectorielle est une quantité qui possede a la fois une magnitude (ou norme) et une direction. Elle
est représentée par un vecteur, défini par ses composantes dans un systeme de coordonnées
donné. Exemples : le vecteur-vitesse, la force, le champ électrique.

3.2. Triedre-repere

Un triedre est un systéme de trois axes dans lequel on représente les vecteurs. Le triedre st dit
direct s'il est orienté dans le sens de rotation de la terre autour de I'axe de ses poles. Le triedre est
orthonormé si ses vecteurs de base sont orthonormés.

Un repére est un triedre muni d’'une origine qui est l'origine des axes. Nous avons par exemple, le
repére cartésien (O, 1, 7, k)dans lequel un vecteur u est donné par u = zt + yj + zk

3.3. Produit scalaire

Soient deux vecteurs 4 et U. Le produit scalaire de 4 et ¥ noté 4.7 est le scalaire donné par :

u.v = ||u|| x ||9]| x cos(u,v)

En coordonnées cartésiennes, si U et ¥ sont exprimés par :
U=xi+yj+ ket =2ai+y7+ 2k

Alors, nous avons :

uv = zx' +yy + 27/

||| et ||v]| sont les normes des vecteurs u et ©
respectivement avec :

il = Vo T F e8] = I

Remarques

]
)
I

=
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Calcul vectoriel

3.4. Produit vectoriel

<

FIGURE 1.1: Aire de surface que
représente la norme du produit vectoriel
UNT

Le produit vectoriel de u et de v est le vecteur w défini par :

W =a A= |[d| x || x sin(g, 3)7,

ol 7 est le vecteur unitaire normal au plan formé par les vecteurs u et de ¥ de sorte que le triédre

U, U, W) soit direct. Le produit vectoriel est aussi est aussi appelé produit extérieur. La norme du
vecteur W = U /A U représente |'aire du parallélogramme construit sur les vecteurs 4 et

En coordonnées cartésiennes, si u et ¥ sont donnés par leurs composantes :
u=xt+y)+zketv =2x'it +y'5+ 2'k,
alors nous avons :

k
z

~

J
Yy oz
dont le développement donne :

T / /

W=TUNT=(yz —y2)i — (x2 —2'2)] + (zy/ — 2'y)

!

Remarques

(0,1, 7, Z;) repére orthonormé directalors 4 A j = k; jA k=i etk Ad = J.

3.5. Produit mixte

Le produit mixte de trois vecteurs quelconques 4 , Uet W est le scalaire 4.(d A w). Par
permutation circulaire nous avons : 4. (0 A W) = 4.(W A 4) = wW(d A ).

La valeur absolue du produit mixte u. (17 N ﬁ)) représente le volume du parallélépipede construit
sur les trois vecteurs u , v et w.



Calcul vectoriel

FIGURE 1.2: Volume que représente
le produit mixte

En coordonnées cartésiennes si les vecteurs sont donnés par leurs composantes :

31 U1 w1
u = U2 V= V2 et w= w2 |,
usg U3 w3

alors le produit mixte s'écrit :

uir U2 U3
vy U3 V1 U3

u. (’17 N ﬂ’)) == (%] V2 (%] = U vt v2 ‘

[+

Wy W3 w; w3 w; W

w1 w2 W3

3.6. Moment d’'une force par rapport a un point.

Soit u un vecteur appliqué en un point M de l'espace, le moment du vecteur 4 par rapport & un
autre point O de I'espace est le vecteur défini par :

- —
Mo(@) = OM A

FIGURE 1.3: Moment de i par
rapport au point O

Le moment de ¥ par rapport a un axe A passant par O et de vecteur directeur unitaire 7 est
scalaire défini par:

M(ii/s) = Mo().



4. Calcul différentiel.

4.1. Fonction a une seule variable

Une fonction numérique f a une variable réelle, continue sur un intervalle I est dite dérivable en
xo € Isietseulement si

I G Rl AC)

rT—xg T — xo
et est notée f'(zg).

existe et est finie. Cette limite est appelée le nombre dérivée de f au point

La différentielle de la fonction f est :

df(z) = f'(z)dz.
Exemple :
Soit, dans R, f(z) = z3 + 2z2 alors f'(z) = 322 + 4z etdf(z) = (322 + 4z)dz.

4.2. Fonction a deux variables.

Soit f une fonction numérique de variables x et y:

0
La dérivée partielle de f par rapport &  est notée f,, = 3_f
T
o . : o Of
La dérivée partielle de f par rapport a y est notée fy = B
Y

La différentielle de f s'écrit :
of of
Y [
df = fdz + f,dy = <8x)dm+ (8y>dy.

Exemple :

Soit, dansR, f(z,y) = 2z*y + 3zy? alors nous avons :
fa(@,y) = dzy + 3y°

f(z,y) = 22° + 9zy’

df(z,y) = (4zy + 3y3)dz + (2% + 9zy?)dy.



5. Systeme de coordonnées

Il existe plusieurs systémes de coordonnées. lls permettent de repérer un point M de l'espace.
Pour résoudre un probléme, il faut choisir le systéme de coordonnées adapté a ce probléme.

Nous présentons ici les systemes de coordonnées cartésiennes, polaires, cylindriques et
sphériques.

5.1. Coordonnées cartésiennes

—
Le point M de l'espace est repéré par les composantes x , y et z du vecteur-position OM dans le

repére (O, 1, 7, %) (voir figure 1.4) :

_ . — -
OM = zi +yj + zket |OM| = \/z2 + 42 + 22.

FIGURE 1.4: Repére Cartésien direct

—
A un déplacement infiniment petit du point M correspond le vecteur dOM défini par :

— B B .
dOM =dxi+dyj+ dzk.

L'élément de surface ds dans le plan (zOy) et I'élément de volume dv sont donnés
respectivement par:

ds = drdyetdv = dxdydz.

L'élément de longueur en coordonnées cartésiennes est donné par :

di = [dOM|| = /[da)” + (dy)? + (d2)?

5.2. Coordonnées polaires.

Le point M du plan est repéré par ses coordonnées polaires (p, 0) dans le repere polaire

— .
(0,€,,€p) avec p = ||OM||; 0 = (1, €,)(voir figure 1.5).



Systéme de coordonnées

FIGURE 1.5: Repére de coordonnées polaires

—
Le vecteur-position dans cette base s'écrit: OM = pé,.

Les vecteurs de base polaire sont liés aux vecteurs de base cartésienne par :

e, =cosfi+sinfj
€p = —sinfi + cos 0 ;.

Nous en déduisons que les dérivées des vecteurs Ep et €g par rapport a 0 sont respectivement :

Une petite variation du vecteur OM donne :

—
dOM = d(pé,)

=dpé,+ pde,

- = -
dOM = dpe, + pdfeg.

L'élément de longueur en coordonnées polaires peut donc s'écrire :

—>
dl = ||[dOM|| = \/(dp)* + (pdf)>.
L'élément de surface est donné par :
ds = pdpdbf

5.3. Coordonnées cylindriques

Le point M de I'espace est repéré par ses coordonnées cylindriques (p, ¢, z) dans la base cylindre
- — - — e

(€py €y, €2) avec OM' = pé, et ¢ = (i, OM') ou M' est le projeté de M dans le plan (zOy)

(Figure 1.6).

[l

FIGURE 1.6: Repére de coordonnées cylin-
driques

10



Systéme de coordonnées

—
Le vecteur-position OM est donné par :

OM = OM' + M'M
= pé, + 2k

— - -
OM = pe, + ze,

Les relations de transformation de coordonnées cylindriques en coordonnées cartésiennes sont
les suivantes :

T = pCcosy
y=psing
zZ=Z

Nous en déduisons que les vecteurs de base cylindrique sont liés aux vecteurs de base
cartésienne par :

—

€, =€, Ne,=cospi-+singj
€, =€,\N€,= —sinpi+cospj
€, =€,N€, =k

et les dérivées des vecteurs §p, éwet €, par rapport a © sont :

dep

dep

=€p; —F— = —¢€p et

Une petit variation du vecteur OM donne :

—
dOM = d(p&, + 22.)
=dpe, + pde, + dzey

— = - =
dOM = dpe, + pdp e, + dzeg

Lélément de longueur dl et I'élément de volume dv en coordonnées cylindriques peuvent donc
s'écrire :

e
dl = [|[dOM|| = /(dp)? + (pdy)? + (dz)?
dv = pdpdpdz.

11



Systéme de coordonnées

5.4. Coordonnées sphériques

Le point M de l'espace est repéré par ses coordonnées sphériques (r, 0, <,0) dans la base
o L — L —

(€r, €0, €y) telle que § = (k, OM) et o = (i, OM') ot M est le projeté de M dans le plan

(zOy) (Figure 1.7).

FIGURE 1.7: Repére de coordonnées sphériques

—

Le vecteur OM est défini par :
’ S

OM = re,.

Le point M décrivant tout I'espace nous avons :
r € [0,+o0[ ¢ € [0,27] et B € [0, 7).
Les relations de transformation de coordonnées sphériques en coordonnées cartésiennes sont :
x = rsinfcos
y=rsinfsinp
z=rcosf
Nous en tirons I'expression de €, dans la base cartésienne puis celle de €4 qui se déduit de €, en
T - .
remplagant 6 par 3 + 0. Les vecteurs de base sphérique sont donc liées aux vecteurs de base
cartésiennes par :
€ =€\ €, =sinbfcospi+sinfsinpj+ cosfk
€9 =€y, N\ € =cosbcospi—+cosfsinpj—sinfk
€, =€, N\ €y = —sinpi+ cosyj.

Les dérivées partielles des vecteurs €,, €g et €, par rapport a 6 et a ¢ sont :

Oe, _ Oe, L

90 269,%281n96¢

Oeg . O¢€qy R

W — —e,,., % == COS@(‘,’(p

@:6 g:—cosgog—sin(,o;:—sin@ér—cosﬁé’(;.
o0 T Oy

12



—

Une petite variation du vecteur-position OM donne :

—
dOM = d(r&,)

Oé, Oe,
= dré, do d
e +r< 50 + Bcp cp)

—
dOM = dre, + rdfey+ rsinfdpe,,.

Systéme de coordonnées

Lélément de longueur dl et I'élément de volume dv en coordonnées sphériques sont :

—
dl = [|OM| = /(dr)? + (rdf)? + (rsin Odp)2dv = r?sin 6 dr df dp.

13



6. Changement de base

Pour changer le repére dans lequel un vecteur 4 est exprimé, il faut exprimer les vecteurs de base
du premier repére en fonction des vecteurs de base du deuxiéme repére et faire ensuite une

substitution.

14



7. Opérateurs différentiels

Un opérateur est un objet mathématique qui agit sur d'autres objets mathématiques (fonction
scalaire, fonction vectoriellg, ...) dans un espace bien défini. Un opérateur différentiel est un
opérateur agissant sur les fonctions différentiables.

Un champ de vecteurs ou fonction vectorielle est un vecteur dont les composantes sont des
fonctions scalaires.

Exemple :
f(z,y.2)
9(z,y,2)
h(z,y, 2)

A est un champ de vecteurs dont les composantes sont les fonctions scalaires f, g et h

7.1. Opérateur gradient

7.1.1. Définition

— = — H
En coordonnées cartésiennes (i, 7, k) le gradient de la fonction f, noté grad f est le vecteur défini

par:
— f - Of- of

radf = —i+ —j+ — k.
gradf = oy’ T 52
Soit M un point de I'espace et f(z, y, z) la valeur d'une fonction scalaire f en ce point. En un
point M voisin de M, la variation de f peut s'écrire comme étant la différentielle :

of of of
df = —d —dy + ——dz,
/= Ty Y 5
o
or le vecteur déplacement infinitésimal dOM est :

— . ., . .
dOM =dl =dzi+dyj+ dzk.

Nous en déduisons que :

- .
df = gradf.dl

Le gradient de fonction f peut également s'écrire sous la forme :

gradf =V f,
ou 6 appelé vecteur nabla. En coordonnées cartésiennes nous avons
. 8- 8- 0-
V=—i+—j+—k
p) ay’ " B2

15



Opérateurs différentiels

7.1.2. Propriété

—_ .
Pour f(z,y, z) = const nous avons df = 0 alors gradf | dl;lasurface f(z,y, z) = const

est appelée surface de niveau. Le vecteur unitaire normal a la surface de niveau est :

—
gradf

—
|gradf]|

7.1.3. Circulation d'un vecteur sur une courbe

St

Soit un champ vectoriel F dontle point d'application M se déplace le long d'une courbe (C) La

circulation de F sur la courbe (C) est le scalaire défini par :

C = f(c) F.dl.

si F dérive d'un potentiel scalaire f alors

— —>

F = —gradf,

et la circulation de F sur la courbe (C) du point A vers le point B devient :

B h. B
C=—[,gradf.dl=— [, df = f(A) — f(B).

N.B. :Si Festune force, la circulation de A a B représente le travail de F pour aller de A a B.

7.2. Opérateur divergence

7.2.1. Définition
Dans la base cartésienne (Z, 3, %) considérons un champ vectoriel
/_i - f(xaya z);+ g(w7y7 Z)3+ h(x7y7 Z)ié

dont les composantes sont les fonctions scalaires f, g et h. La divergence de A, notée divA, est
le scalaire défini par :

.2 = = Of 0Og Oh
divA =V.A = o —|—6y+ %

7.2.2. Théoréme de Green-Ostrograski

Le flux \varphi d'un champ vectoriel A a travers une surface S délimitant un volume V est :

Y = ff(S) A.dS = fff(V) divAdV.

16



Opérateurs différentiels

7.3. Opérateur rotationnel

7.3.1. Définition

Dans la base cartésienne (4, j, k), considérons un champ vectoriel

A= f(z,y,2)1+ g(z,y,2) ] + h(z,y, z) k dont les composantes sont les fonctions scalaires

e H —
f, g et h. Le rotationnel de A, noté rot A, est le vecteur défini par :

> t3>|Q.v !

j
9
Oy

g

“ S’|Q> =

7.3.2. Théoreme de Stokes

La circulation C d'un champ de vectoriel A sur une courbe (C) délimitant une surface S est:

5 o e
C = f(C) A.dl = ff(S) rotA.dS.

7.4. Opérateur laplacien

Le laplacien d'un champ scalaire f dérivable deux fois au moins, est le scalaire noté A f et défini
par:

0? 0? 0?2
f2f 0
ox?2  0Oy? 022

Si A f = 0 alors la fonction f est appelée fonction harmonique.

Af=VVf=

Le laplacien d'un champ de vecteur A dont les composantes A, Ay et A, sont dérivables deux
fois au moins, est défini par : AA = AA, 7+ Aij + AA, k.

17



8. EXxercices d’entrainement

Exercice 1

—

Dans un repére orthonormé cartésien (O, 7, 7, k), on considére trois points

A(2,-3,0), B(—3,0,1) et C(0,1,2).

— —
1) Déterminer les composantes des vecteurs AB et BC.

— —>
2) Calculer AB BC et AB A BC’ puis en déduire la mesure de I'angle « = (AB, BC).

3) Calculer le volume du parallélépipéde construit sur les vecteurs OA, OB et OC.

— —
4) Calculer les moments des vecteurs AB et BC par rapport au point O.

Exercice 2

—

Dans un repére orthonormé cartésien(O, i, 7, k), on considere trois vecteurs v1(3, —2, 1),
v2(—1,4,—2) et v3(z, y, z) ol z, y et z sont des nombres réels. Soit le double produit vectoriel
w = (171 /\172) A\ 53.

1) Calculer par la méthode directe, les composantes de w en fonction de z, yet z.

2) Retrouver le résultat précédent en appliquant la formule du double produit vectoriel.

3) Calculer w' = vecvy A (V2 A Us3). Comparer w et w' puis conclure.

Exercice 3

- —
Dans un repére orthonormé cartésien (O, ¢, j) on donne , AB(4, —1); A(1,2)etC(—1, 3).

— —
1) Exprimer les composantes des vecteurs O A et AB dans la base polaire (€, €¢) en fonction de

6.

2) Calculer OA. AB et OA A\ AB dans la base cartésienne (1, j) puis dans la base polaire
(€,, €p) et conclure.

—
3) Calculer le moment de BC par rapport a A.

Exercice 4

1) Etablir les expressions des coordonnées cartésiennes (z, y, z) en fonction des coordonnées
cylindriques (p, ¢, z) puis en fonction des coordonnées sphériques (r, 6, ¢).

18



Exercices d'entrainement

2) Etablir les expressions des éléments de longueur dl et de volume dv dans chacun des trois
systemes de coordonnées ci-dessus.

Exercice 5

Calculer la différentielle d f de la fonction numérique f dans les cas suivants :
1) f(a:) =4x® + 223 — x

2) f(z,y) = Va2 +¢?
3) ( )—a:y + 3zy® + 22y
4) f(z,y,2) = 2> + y* + 2
22
5) f(a’ayaz):m

Exercice 6

Montrer que :

—
1) div(rotA) =

— — .
2) rot(gradf) =0

— — . — - -
3) rot(rotA) = grad(divA) — AA

- — - -
4) div(fA) = (gradf). A+ fdivA

— o — - — -
5) rot(fA) = (gradf) N A+ frotA

—> — —
6) Si A dévire d'un potentiel scalaire alors rotA = 0

Exercice 7

- =

1) Dans un repére orthonormé cartésien (O, ¢, 7, k), on considére un point M (z, y, z) et i le

l

%
vecteur unitaire porté par OM tels que OM =

— 1
2) Calculer divi; divr et grad(—).
7

1 27 27 2.7 A
Ondonne A = xz°1 — y°j + 2x“yk, calculer divA et rot A.
Exercice 8

Soit la fonction scalaire

19



Exercices d’entrainement

f(z,y,2) = 22% — 3y* + 2°.

—
1) calculer grad f

2) Déterminer le vecteur unitaire 7 normal a la surface f(z,¥, z) = const au point M (0, — =, 2)
3) Montrer que f est une fonction harmonique.
Exercice 9

On considere une fonction scalaire f(p, 8) de variables réelles p et 6.

_ .
1) Etablir l'expression de gradf et en déduire celle du vecteur nabla V dans la base polaire

(gpa 6‘9)

2) Ecrire I'expression de A f en coordonnées polaires.

Exercice 10

Etablir les expressions des opérateurs différentiels gradient, divergence, laplacien de fonction
scalaire et rationnel, en coordonnées cylindriques et en coordonnées sphériques.

20
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